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Введение 

 

Геометрия - одна из древнейших отраслей математики. Геометрические 

тела были известны задолго до того, как были выведены математические 

принципы. Геометрия - это математическое исследование точек, линий, 

плоскостей, замкнутых плоских фигур и твердых тел. Используя это, можно 

описать или построить каждый видимый и невидимый предмет. 

 Геометрия происходит от слова "geo" - земля, "metria" - мера. 

Геометрия возникла как область знаний, занимающаяся пространственными 

отношениями. Геометрия одна из двух областей математики, вторая - 

арифметика, или алгебра. 

Возникновение геометрии вызвано потребностью человека измерять 

землю. Таким образом, первые геометры были преимущественно 

землемерами. На заре своего развития, несколько тысяч лет тому назад, 

геометрия Египта и Вавилона состояла из отделенных правил, полученных 

опытным путем и предназначавшихся главным образом для вычисления 

площадей и границ земельных участков. 

В последующие века в связи с развитием торговли и ремесел 

развивается и геометрия, содержание которой значительно усложняется. 

Перед геометрией возникли новые задачи, связанные с измерением емкости 

сосудов, вычислением объектов различных тел, вообще задачи, связанные с 

формой, размерами и взаимным расположением различных предметов. 

Большая роль в дальнейшем развитии геометрии принадлежит 

древнегреческим учёным ( Фалес, Демокрит , Евдокс , Пифагор , Евклид и 

др.), которые в значительной степени развили геометрическое учение 

египтян и наконец в III веке до н. э, придали ей современную форму и 

содержание. Особенно большая роль в истории развития геометрии 

принадлежит древнегреческому ученому Евклиду , который в III веке до н.э, 

обобщил и собрал воедино разрозненные геометрическими сведения своих 

современников и предшественников, дополнив их своими собственными 

исследованиями, и дал их систематическое изложение в своих тринадцати 

геометрических книгах , известных под общим названием «Начала». 
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1 Логическое строение курса стереометрии 

Курс геометрии состоит из двух частей: 

1. Планиметрия – изучает свойства геометрических фигур на плоскости 

(изучалась вами в школе). 

2. Стереометрия - изучает свойства геометрических фигур в 

пространстве. 

«Стереометрия» - произошло от греческих слов «стерео» - объемный, 

пространственный и «метрео» - измерять. 

Изучая свойства геометрических фигур, мы получаем представление о 

геометрических свойствах реальных объектов (их форме, взаимном 

расположении и т. д.) и можем использовать их в практической 

деятельности. В этом состоит практическое значение  геометрии. Геометрия, 

в частности стереометрия, широко используется в строительном деле, 

архитектуре, машиностроении, геодезии, различных областях науки и 

техники. 

Систематический курс стереометрии строится по той же схеме, что и 

школьный курс планиметрии: 

1. Перечисляются основные понятия, которым не дают определения. 

2. Формулируются аксиомы, в которых выражены свойства основных 

понятий. 

3. С помощью основных понятий формулируются определения других 

геометрических понятий. 

4. На основе определений и аксиом доказываются теоремы. 

Основных понятий в стереометрии четыре: точка, прямая, плоскость и 

расстояние. Понятие «множество» также является основным 

(неопределяемым) понятием, причем не только в геометрии, но и во всех 

других разделах математики. Всякое множество точек в геометрии называют 

фигурой. Примерами фигур служат прямая и плоскость.   

Пространство состоит из бесконечного множества точек. Прямые и 

плоскости состоят из бесконечного множества точек пространства и не 

совпадают со всем пространством. Точки будем обозначать прописными 

латинскими буквами А, В, С и т. д., а прямые — строчными латинскими 

буквами а, Ь, с и т. д. или двумя большими латинскими буквами АВ , CD и т. 

д. Плоскости будем обозначать греческими буквами       и т. д. 

На рисунках плоскости изображаются в виде параллелограмма 

(рисунок 1) или в виде замкнутой области (рисунок 2). 

 
 

Рисунок 1 - Изображение плоскости в виде параллелограмма 
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Рисунок 2 - Изображение плоскости в виде замкнутой области 

 

Рассмотрим аксиомы стереометрии. 

Основные свойства точек, прямых и плоскостей, касающиеся их 

взаимного расположения, выражены в аксиомах. Аксиома – это исходное 

положение, которое принимается без доказательства. На их основе строится 

доказательство теорем в геометрии. В аксиомах выражены свойства 

основных геометрических понятий. 

Мы рассмотрим лишь основные аксиомы стереометрии и следствия из 

них. 

А1: Через любые 2 точки проходит прямая, и притом только одна 

(рисунок 3). 

 
Рисунок 3 - Изображение аксиомы 1 

А2: Через любые 3 точки, не лежащие на одной прямой, проходит 

плоскость и притом только одна (рисунок 4). 

 
Рисунок 4 - Изображение аксиомы 2 

 

А3: если 2 точки прямой лежат в плоскости, то все точки этой 

прямой лежат в этой плоскости. 

В этом случае говорят, что прямая лежит в плоскости или плоскость 

проходит через прямую (рисунок 5). 

 
Рисунок 5 - Изображение аксиомы 3 

Из этой аксиомы следует, что если прямая не лежит в 

данной плоскости, то она имеет с ней не более одной общей 
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точки. Если прямая и плоскость имеют только одну общую точку, то 

говорят, что они пересекаются (рисунок 6). 

 

 
Рисунок 6 - Пересечение прямой и плоскости 

А4: Если 2 плоскости имеют общую точку, то они имеют общую 

прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей. 

В этом случае говорят, что плоскости пересекаются по прямой. 

 
Рисунок 7 - Изображение аксиомы 4 

В пространстве существует бесконечно много плоскостей, и в каждой 

плоскости справедливы все аксиомы и теоремы планиметрии. Более того, 

признаки равенства и подобия треугольников, известные из курса 

планиметрии, справедливы и для треугольников, расположенных в разных 

плоскостях. 

Рассмотрим  следствия из аксиом. 

Следствие 1. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит 

плоскость, и притом только одна. 

 

Рисунок 8 - Изображение следствия 1 

Следствие  2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и 

притом только одна. 

 

Рисунок 9- Изображение следствия 2 
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Следствие 3. Через две параллельные прямые проходит плоскость, и 

притом только одна. 

Из аксиом и  следствий из них  можно указать способы задания 

плоскости  (рисунок 10):  

• тремя точками, не лежащими на одной  прямой;  

• прямой и точкой вне ее;  

• двумя пересекающимися прямыми.  

Это перечисление означает, что существует одна и только одна 

плоскость, проходящая через указанные объекты: три точки, не лежащие на 

одной прямой, прямую и точку вне ее, две пересекающиеся прямые.  

 

 

Рисунок 10  - Способы задания плоскости 

 

1.3 Скрещивающиеся прямые. Признак скрещивающихся прямых 

Две прямые    и    в пространстве могут быть пересекающимися или 

параллельными (в частном случае совпадающими. Но возможен еще один  

характерный случай для стереометрии случай взаимного расположения двух 

прямых в пространстве. 

Определение. Две прямые называются скрещивающимися, если они не 

пересекаются и не параллельны.  

Теорема (признак скрещивающихся прямых). Если одна из двух 

прямых лежит в плоскости, а другая пересекает эту плоскость в точке, не 

принадлежащей первой прямой, то данные прямые скрещивающиеся. 

Пусть даны две прямые l1 и l2 , плоскость α, содержащая прямую l1, и 

имеющая с прямой l2 лишь одну общую точку Р. Нужно доказать, что прямые 

l1 и l2 скрещиваются, т. е. не лежат в одной плоскости. Если бы прямые l1 и l2 

лежали в некоторой плоскости β, то в этой плоскости лежали бы прямая l1 и 

точка Р, не лежащая на этой прямой. Эти же объекты лежат и в плоскости α. 

Так как существует лишь одна плоскость, содержащая прямую и не 

принадлежащую ей точку, то плоскость β совпадает с плоскостью α. Однако 
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по условию прямая l2 не лежит в плоскости α и имеет с ней лишь одну общую 

точку. Полученное противоречие доказывает теорему. 

Как узнать, являются ли две прямые скрещивающимися:  

1) найти плоскость, в которой лежит одна из этих прямых, а вторая 

пересекает эту плоскость, но при этом в точке, не лежащей на первой 

прямой;  

2) надо знать, что они не параллельны, но могут быть расположены в 

двух параллельных плоскостях. 

Рассмотрим куб ABCDA'B'C'D'.  

 

Рисунок 11 - Взаимное расположение ребер куба 

Прямые и плоскости, проходящие через вершины, ребра или грани 

куба, будем указывать с помощью букв, обозначающих вершины.  

Например, прямая АВ или плоскость АА'ВВ'.  

Зафиксируем одно ребро, например, АА'.  

1) Какие ребра параллельны ребру АА'?  Это ребра ВВ', СС', DD'.  

2) Какие ребра лежат на прямых, пересекающихся с прямой АА'?  

Это ребра AD, AB, A'D' и А'В'.  

3) Какие ребра лежат на прямых, скрещивающихся с прямой АА'?  

Это ребра В'С', C'D', ВС и CD. Для доказательства можно 

воспользоваться признаком скрещивающихся прямых. Так, плоскость А'В'ВА 

содержит прямую АА' и пересекается с прямой В'С'. Аналогичные плоскости 

можно найти и для остальных трех ребер.  
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4) Сколько всего есть пар параллельных ребер?  

Для одного ребра есть три ребра, ему параллельных. Всего ребер 12. 

Значит, упорядоченных пар параллельных ребер (первое параллельно 

второму) будет 312 = 36. Просто параллельных пар будет вдвое меньше, так 

как каждая из них засчитана дважды (например, АА' || ВВ', ВВ' || АА').  

Ответ: 18 пар.  

5) Сколько всего есть пар пересекающихся ребер и пар 

скрещивающихся ребер? Подсчет выполняется аналогично: (412) : 2 = 24 и 

(412) : 2 = 24.  

Проверим, учтены ли все пары ребер. Всего число пар равно (1211):2 = 

66. С другой стороны, 18 + 24 + 24 = 66. Каждая из 66 пар ребер попала ровно 

в одну группу пар — параллельных, пересекающихся или скрещивающихся.  

Аналогично можно подсчитать, что из (65) : 2 = 15 пар плоскостей, 

содержащих грани куба, есть 3 пары параллельных (пары противоположных 

граней) и 12 пар пересекающихся: (46) : 2.  

Пар (прямая, плоскость) всего 126 = 72. Таких пар, для которых 

прямая лежит в плоскости, 64 = 24. Пар, для которых прямая параллельна 

плоскости, 64 = 24 и столько же пар, для которых прямая пересекает 

плоскость.  

Ответ: 24 + 24 + 24 = 72. 

 

1.4 Вопросы и упражнения для самоконтроля  по разделу 1  

1. Перечислите основные понятия стереометрии. 

2. Каким образом можно задать плоскость?  

3. Как могут быть расположены две плоскости?  

4. Как могут быть расположены прямая и плоскость?  

5. Как могут быть расположены две прямые?  

6. Как узнать, являются ли две прямые скрещивающимися?  

7. Какие пары ребер четырехугольной пирамиды лежат на 

скрещивающихся прямых?  

8. Дан куб ABCDA'B'C'D'. Назовите ребра, параллельные ребру АА'.  

9. Дан куб ABCDA'B'C'D'. Перечислите ребра, которые лежат на 

прямых, пересекающихся с прямой АА'.  

10. Дан куб ABCDA'B'C'D'. Перечислите ребра, которые лежат на 

прямых, скрещивающихся с прямой АА'. 

11.Объясните, почему любой стол, имеющий три ножки, обязательно 

устойчив, а по отношению к столу с четырьмя ножками этого утверждать 

нельзя. 

12. Каждая ли точка дуги окружности принадлежит плоскости, если 

известно, что этой плоскости принадлежат: 1) две различные точки дуги; 2) 

три различные точки дуги? 

13. Как можно проверить качество изготовления линейки, имея хорошо 

обработанную плоскую плиту? На каком теоретическом положении основана 

эта проверка? 
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14.Могут ли две различные плоскости иметь две различные прямые? 

15. Сколько различных плоскостей можно провести: 1) через одну 

точку; 2) через две различные точки; 3) через три различные точки; 4) через 

четыре точки, никакие три из них не принадлежат одной прямой? 

16. Дано:   ∩   = А,   ⊂ α. Верно ли утверждение, что: 1) А   α;  

2)   ⊂ α? 

17. Даны четыре точки, не принадлежащие одной плоскости. Докажите, 

что никакие три из них не принадлежат одной прямой. Верно ли обратное 

утверждение? 

18. Из четырех точек никакие три не принадлежат окружности. 

Принадлежат ли все четыре точки одной плоскости? 

19. Даны две пересекающиеся прямые. Верно ли утверждение, что 

любая прямая, пересекающая обе данные прямые, лежит с ними в одной 

плоскости? 

20. Может ли пересечение угла с плоскостью быть одной точкой, двумя 

различными точками, тремя различными точками? 
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2 Параллельность в пространстве 

2.1Параллельность прямых и плоскостей.  

2.1.1Параллельность прямой и плоскости 

Из аксиом стереометрии  известны взаимного расположения прямой и 

плоскости: 

• прямая может лежать в плоскости. При этом если две точки прямой 

принадлежат плоскости, то вся прямая целиком лежит в этой плоскости; 

 • прямая может иметь с плоскостью ровно одну общую точку: прямая 

пересекает плоскость; 

• прямая и плоскость не имеют общих точек: прямая параллельна 

плоскости.  

 

Рисунок 12 - Расположение прямой и плоскости 

Определение. Прямая и плоскость называются параллельными, если 

они не имеют общей точки или прямая лежит в плоскости. 

Обозначение:    ∥   α  или  α ∥   . 
Рассмотрим признаки параллельности прямых.  

Признак 1. Пусть прямая не лежит в некоторой плоскости и 

параллельна какой-то прямой этой плоскости. Тогда исходная прямая 

параллельна данной плоскости.  

 

Рисунок 13 – Изображение признака 1 
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Признак 2. Пусть прямая параллельна некоторой плоскости. Если через 

эту прямую провести еще одну плоскость, которая пересекает заданную, то 

их линия пересечения параллели на исходной прямой.  

 

Рисунок 14  - Изображение признака 2 

2.1.2 Параллельность плоскостей 

 

Рассмотрим расположение двух плоскостей:  

• плоскости не имеют общих точек, не пересекаются. В этом случае 

говорят, что плоскости параллельны;  

• имеют общие точки, пересекаются. В этом случае утверждается, что 

две плоскости пересекаются по прямой. Это означает, что общие точки двух 

пересекающихся плоскостей составляют некоторую прямую.  

 

Рисунок 15 - Расположение плоскостей 

Рассмотрим признаки параллельности плоскостей.  

Признак 3. Пусть две плоскости параллельны, а третья плоскость их 

пересекает по некоторым прямым. Тогда эти прямые параллельны. 
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Рисунок 16 -  Изображение признака 3 

 

Признак 4. Пусть в одной плоскости нашлись две пересекающиеся 

прямые, которые соответственно параллельны двум прямым другой 

плоскости. Тогда эти две плоскости параллельны. 

 

Рисунок 17 -  Изображение признака 4 

Доказательства приведенных признаков параллельности прямых и 

плоскостей являются логическими упражнениями, которые полезно провести 

самостоятельно. Большинство из них использует рассуждение от противного. 

Для облегчения самостоятельной работы сформулируем отрицания 

доказываемых утверждений 1 — 3, в результате придем к утверждениям, 

противоречащим условиям теорем.  

1. Если прямая не параллельна плоскости и не лежит в ней, то прямая 

пересекает плоскость.  

2. Если плоскость, проведенная через прямую, пересекает другую 

плоскость и линия пересечения плоскостей не параллельна этой прямой, то 

прямая не параллельна плоскости. Действительно, если прямые не 

параллельны, то они или скрещиваются, или пересекаются. 
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Но по условию они лежат в одной плоскости, значит, они не могут 

быть скрещивающимися.  

3. Если при пересечении двух данных плоскостей третьей линии 

пересечения не параллельны. то и данные плоскости не параллельны. 

Докажем наиболее сложный признак 4.  

Даны две плоскости α и β и две пары передающихся прямых: l1 и l2 в 

плоскости α и m1 , m2  в плоскости β. При этом l1 || m1  ,  l2 || m2. Требуется 

доказать, что плоскости α и β параллельны.  

Предположим, что плоскости α и β не параллельны. Тогда остается 

лишь одна возможность — они пересекаются по некоторой прямой n. По 

признаку 1 каждая из прямых l1 и l2 параллельна плоскости β.  

Прямая п является линией пересечения плоскостей α и β. По признаку 

2 она должна быть параллельной каждой из прямых l1 и l2: плоскость α 

проходит через каждую из этих прямых и пересекает плоскость β по прямой 

п. 

В плоскости α лежат три прямые: l1, l2 и п, причем п || l1 и п || l2. Тогда 

из планиметрии известно, что прямые l1 и l2 параллельны (если они 

различны). Это противоречит условию, по которому прямые l1 и l2 

пересекаются. Теорема доказана. 

 

2.2 Вопросы и упражнения для самоконтроля 

1. Сформулируйте признак параллельности прямой и плоскости.  

2. Сформулируйте признак параллельности двух плоскостей.  

3. Какие фигуры могут получаться в сечении треугольной призмы 

плоскостью?  

4. Какие фигуры могут получаться в сечении куба плоскостью?  

5. Докажите, что плоскости, проходящие через точки (A, D', В') и (С', 

В, D) куба ABCDA'B'D'C', параллельны.  

6. Какие ребра куба ABCDA'B'D'C' скрещиваются с прямой MN. 

Прочитайте  высказывания опроса1. В тетради  запишите  ответы, 

проставляя  знак  +, если согласны с  высказыванием,  знак  -, если не 

согласны. 

Опрос  №1 по теме «Аксиомы стереометрии и следствия из них. 

Взаимное расположение прямых в пространстве» 

1. Пересекающиеся прямая и плоскость имеют одну общую точку. 

2. Через две пересекающиеся прямые можно провести две плоскости, 

параллельные между собой. 

3. Две пересекающиеся плоскости имеют одну общую точку. 

4.Через точку пространства, не лежащую на данной прямой, можно 

провести только одну прямую, перпендикулярную данной прямой. 

5. Через любые три точки проходит единственная плоскость. 

6. Скрещивающиеся прямые лежат в одной плоскости. 

7. Прямая и плоскость могут иметь не более двух общих точек. 

8. Через две параллельные прямые проходит единственная плоскость. 
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Тест № 1 по теме «Аксиомы стереометрии и следствия из них. 

Взаимное расположение прямых в пространстве» 

1. Две пресекающиеся плоскости имеют… 

Варианты ответа: 

А) две общие точки;   Б) одну общую точку;    В) не менее двух общих 

точек;  Г) три общие прямые. 

2. Если две прямые, лежащие в одной плоскости,  перпендикулярны 

третьей прямой, то  между собой они… 

Варианты ответа: 

А)  параллельны;   Б) пересекаются;     В) скрещиваются;  Г) 

перпендикулярны. 

3. Для совпадения двух прямых достаточно, чтобы они… 

Варианты ответа:  А) лежали в одной плоскости;  Б) имели одну общую 

точку;  В) имели две общие точки; Г) перпендикулярны третьей прямой. 

4. Две не пересекающиеся прямые одной плоскости являются… 

Варианты ответа:  А) скрещивающимися;  Б) перпендикулярными;  В) 

совпадающими;  Г) параллельными.   

5. Через точку, не лежащую в плоскости, которая содержит  прямую, 

можно провести… 

Варианты ответа: А)  две прямые, параллельные данной прямой; Б) две 

прямые, перпендикулярные прямой;  В) одну  прямую, параллельную данной 

прямой;   Г) одну  прямую, скрещивающуюся с данной прямой. 

6.   Если две прямые параллельны третьей прямой,  то  данные прямые 

между собой …Варианты ответа: 

А)  параллельны;   Б) пересекаются;     В) скрещиваются;  Г) 

перпендикулярны. 

Задача 1.  

 
Рисунок 18 - Рисунок к задаче 1 

Задача 2. 
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Рисунок 19 - Рисунок к задаче 2 

 

Задача 3. 

  
 

Рисунок 20 - Рисунок к задаче 3 

Задача 4. Дано :   ВАС, α ∥     α ∩ АВ = А1  α ∩ АС = В1,    ∩ АВ = А2,   
∩ АС = В2  АА2  = 2 А1 А = 12 см  АВ1 = 5 см. 

Найдите : АА2  АВ2. 
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Рисунок 21 - Чертежи к задаче 4 

 

 
Рисунок 22 - Решение задачи 4 

 

 

Задача 5. Дано: В    АDC,  M   BA,  BM = MA,  N   BC, BN = NC, P  

 BD, BP = PD, SADC =  48см. Докажите, что  (MNP) ∥ (ACD). Найдите SMNP. 
 

 
Рисунок 23  - Чертеж к задаче 5 
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Рисунок 24  - Доказательство к задаче 5 

 

 
Рисунок 25  - Решение к задаче 5 

 

 
Рисунок 26  - Продолжение решения и ответ к задаче 5 

 

Задача 6.Телефонная проволока длиной 15 м протянута от телефонного 

столба, где она прикреплена на высоте 8 м от поверхности земли к дому, где 

ее прикрепили на высоте 20 м. Найдите расстояние между домом и столбом, 

предполагая, что проволока не провисает. 

 
Рисунок 27  - Чертеж и решение  к задаче 6 
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Задача 7. Концы данного отрезка, не пересекающего плоскость, 

удалены от нее на 0,3 ми 0,5м. Как удалена от плоскости точка, делящая 

отрезок в отношении 3 : 7? 
 

 
Рисунок 28  - Чертеж  к задаче 7 

 
Рисунок 29  - Решение  к задаче 7 

Задача 8. Плоскости α и   параллельны, прямые   и   пересекаются в 

точке О. Найдите: ОВ и А1 В1. 

 
Рисунок 30  -Чертеж  к задаче 8 
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Решите задачу самостоятельно, используя подобие треугольников. 
Тест № 2. 
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2.3 Параллельное проектирование. Изображение фигур в 

стереометрии 

Умение изображать пространственные фигуры необходимо не только 

будущему математику, физику, инженеру, конструктору, но и скульптору 

архитектору, художнику, дизайнеру и вообще каждому человеку. Обучаясь 

правильно изображать пространственные фигуры, обучающийся знакомится с 

законами восприятия окружающих его предметов, приобретает необходимые 

практические навыки, формирует свои пространственные представления. 

Решение пространственных задач по геометрии, как правило, требует 

выполнения чертежа, и от того, насколько правильно он выполнен, во многом 

зависит успешность решения самой задачи. 

Рассмотрим способы изображения пространственных фигур, 

использующие различные проекции: параллельную, ортогональную, 

центральную. Параллельная проекция удобна для изображения многогранников 

и построения их сечений. Ортогональное проектирование используется для 

изображения тел вращения: цилиндра, конуса, сфера, а также комбинаций 

многогранников и тел вращения. Центральное проектирование, или 

перспектива, наиболее близко к зрительному восприятию человеком 

окружающих предметов. 

 

Рисунок 31 - Виды проектирования (проецирования) 

 

В стереометрии  изучаются пространственные фигуры, однако на чертеже 

они изображаются в виде плоских фигур. Каким же образом следует 

изображать пространственную фигуру на плоскости? Обычно в геометрии для 

этого используется параллельное проектирование пространственной фигуры на 

плоскость. 

Пусть π – некоторая плоскость, l - пересекающая ее прямая (рисунок 1). 

Через произвольную точку А, не принадлежащую прямой l, проведем прямую a, 

параллельную прямой l. Точка пересечения этой прямой с плоскостью π 

называется параллельной проекцией точки А на плоскость π в направлении 
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прямой l. Обозначим ее A′. Если точка А принадлежит прямой l, то 

параллельной проекцией А на плоскость π считается точка пересечения прямой  

l с плоскостью π. 

 
Рисунок 32 - Параллельная проекция точки 

Таким образом, каждой точке A пространства сопоставляется ее проекция 

A' на плоскость π. Это соответствие называется параллельным 

проектированием на плоскость π в направлении прямой l. 

Пусть Ф - некоторая фигура в пространстве. Проекции ее точек на 

плоскость π образуют фигуру Ф', которая называется параллельной проекцией 

фигуры Ф на плоскость π в направлении прямой l. Говорят также, что фигура 

Ф' получена из фигуры Ф параллельным проектированием. 

Примеры параллельных проекций дают, например, тени предметов под 

воздействием пучка параллельных солнечных лучей. 

 
 

Рисунок 33 - Примеры параллельных проекций 

Используя свойства параллельности прямых и плоскостей в пространстве, 

нетрудно доказать следующие свойства параллельного проектирования. 

Свойство 1. Если прямая параллельна или совпадает с прямой l, то ее 

проекцией в направлении этой прямой является точка. Если прямая не 

параллельна и не совпадает с прямой l, то ее проекцией является прямая. 

Свойство 2. Проекция отрезка при параллельном проектировании есть 

точка или отрезок, в зависимости от того лежит он на прямой, параллельной 

или совпадающей с прямой l, или нет. Параллельное проектирование сохраняет 

отношение длин отрезков, лежащих на прямой, не параллельной и не 

совпадающей с прямой l. В частности, при параллельном проектировании 

середина отрезка переходит в середину соответствующего отрезка. 

Свойство 3. Если две параллельные прямые не параллельны прямой l, то 

их проекции в направлении l могут быть или параллельными прямыми или 

одной прямой. 
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Свойство 4. Если плоская фигура F лежит в плоскости, параллельной 

плоскости проектирования π, то ее проекция F’ на эту плоскость будет равна 

фигуре F. 

Из свойств параллельного проектирования следует, что параллельной 

проекцией многоугольника является или многоугольник с тем же числом 

сторон или отрезок. Причем, если в многоугольнике какие-нибудь две стороны 

параллельны, то их проекции также будут параллельны. Однако, поскольку при 

параллельном проектировании длины отрезков и углы, вообще говоря, не 

сохраняются, то проекцией равностороннего треугольника может быть 

треугольник с разной длиной сторон, проекцией прямоугольного треугольника 

может быть не прямоугольный треугольник. Аналогично, хотя проекцией 

параллелограмма является параллелограмм, проекцией прямоугольника может 

не быть прямоугольник, проекцией ромба не обязательно является ромб, 

проекцией правильного многоугольника может быть неправильный 

многоугольник. 

Простейшим многоугольником является треугольник. Параллельной 

проекцией треугольника, как следует из свойств параллельного 

проектирования, является треугольник или отрезок. При этом, если плоскость 

треугольника параллельна плоскости проектирования, то, как мы выяснили, его 

проекцией будет треугольник, равный исходному. Докажем, что в общем 

случае треугольник любой формы может служить параллельной проекцией 

равностороннего треугольника. 

Действительно, пусть дан произвольный треугольник ABC в плоскости π 

(рисунок 34). Построим на одной из его сторон. например, AC равносторонний 

треугольник AB1C так, чтобы точка B1 не принадлежала плоскости π. 

Обозначим через l прямую, проходящую через точки B1 и B. Тогда ясно, что 

треугольник ABC является параллельной проекцией треугольника AB1Cна 

плоскость π в направлении прямой l. 

 

Рисунок 34 - Параллельная проекция треугольника 

Рассмотрим теперь параллельную проекцию правильного 

шестиугольника ABCDEF с центром в точке O (рисунок 35). Выберем какой-

нибудь треугольник, например, AOB. Его проекцией может быть треугольник 

A’O’B’ на плоскости π (рисунок 36), имеющий произвольную форму. Далее 

отложим O’D’=A’O’ и O’E’=B’O’. Теперь из точек A’ и D’ проведем прямые, 

параллельные прямой B’O’; из точек B’ и E’ проведем прямые, параллельные 

прямой A’O’. Точки пересечения соответствующих прямых обозначим F’ и C’. 

Шестиугольник A’B’C’D’E’F’ и будет искомой проекцией правильного 

шестиугольника ABCDEF. 
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Рисунок 35  - Оригинал правильного шестиугольника                  

 

 

Рисунок 36 - Изображение правильного шестиугольника                  

 

Примеры фигур в пространстве и их изображений смотрите в 

приложениях А и Б. 

Параллельная проекция обычно используется для изображения 

многогранников. Приведем примеры изображения многогранников. 

Изображение параллелепипеда строится, исходя из того, что все его 

грани параллелограммы и, следовательно, изображаются параллелограммами 

(рисунок 37). 

 
Рисунок 37 - Изображение параллелепипеда 

При изображении куба плоскость изображения обычно выбирается 

параллельной одной из его граней. В этом случае две грани куба, 

параллельные плоскости изображения (передняя и задняя), изображаются 

равными квадратами. Остальные грани куба изображаются 

параллелограммами (рисунок 38). 

 

 
Рисунок 38 - Изображение куба 



26 
 

Аналогичным образом изображается прямоугольный параллелепипед 

(рисунок 39). 

 

 
 

Рисунок 39 - Изображение прямоугольного параллелепипеда 

 

Для того чтобы построить изображение призмы, достаточно построить 

многоугольник, изображающий ее основание. Затем из вершин 

многоугольника провести  прямые, параллельные некоторой фиксированной 

прямой, и отложить на них равные отрезки. Соединяя концы этих отрезков, 

получим многоугольник, являющийся изображением второго основания 

призмы (рисунок 40). 

 
                   

Рисунок 40 - Изображение наклонной треугольной призмы 

 

Для того чтобы построить изображение пирамиды, достаточно построить 

многоугольник, изображающий ее основание. Затем выбрать какую-нибудь 

точку, которая будет изображать вершину пирамиды, и соединить ее с 

вершинами многоугольника (рисунки 41,42,43, 44). Полученные отрезки 

будут изображать боковые ребра пирамиды. 

 
Рисунок 41 - Изображение правильного тетраэдра 



27 
 

 
Рисунок 42 - Изображение правильной треугольной пирамиды  

 
Рисунок 43 - Изображение правильной четырехугольной пирамиды 

 

 
Рисунок 44 - Изображение правильной шестиугольной пирамиды 

 

 

 

2.4 Построение сечений многогранника 

 

2.4.1 Основные понятия и определения сечений 

В пространстве две фигуры, для нашего случая плоскость и 

многогранник могут иметь следующее взаимное расположение: не 

пересекаются, пересекаются в точке, пересекаются по прямой и плоскость 

пересекает многогранник по его внутренности , и при этом образуют 

следующие фигуры: 

а) пустая фигура (не пересекаются), рисунок 45а; 

б) точка (рисунок 45б); 

в) отрезок (рисунок 45в); 

г) многоугольник (рисунок 45г). 

Если в пересечении многогранника и плоскости есть многоугольник, то 

этот  многоугольник называется сечением многогранника с плоскостью. 
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Рисунок  45 - а) - изображение пустой фигуры; б) - изображение точки; 

в) - изображение отрезка; г) - изображение многоугольника 

Определение. Сечением пространственного тела (например, 

многогранника) называется фигура, получающаяся в пересечении тела с 

плоскостью. 

Секущей плоскостью многогранника назовем любую плоскость, по обе 

стороны от которой имеются точки данного многогранника. 

Будем рассматривать только случай, когда плоскость пересекает 

многогранник по его внутренности. При этом, пересечением данной 

плоскости с каждой гранью многогранника будет некоторый отрезок. 

Если плоскости пересекаются по прямой , то прямую называют следом 

одной из этих плоскостей на другой. 

В общем случае секущая плоскость многогранника пересекает 

плоскость каждой его грани (а также любую другую секущую плоскость 

этого многогранника). Она пересекает и каждую из прямых, на которых 

лежат ребра многогранника. 

Прямую, по которой секущая плоскость пересекает плоскость какой-

либо грани многогранника, называют следом секущей плоскости на 

плоскости этой грани, а точку, в которой секущая плоскость пересекает 

прямую, содержащую какое – либо ребро многогранника, называют следом 

секущей плоскости на этой прямой. Эта точка является и следом прямой на 

секущей плоскости. Если секущая плоскость пересекает непосредственно 

грань многогранника, то можно говорить о следе секущей плоскости на 

грани, и, аналогично, о следе секущей плоскости на ребре многогранника, то 

есть о следе ребра на секущей плоскости. 

Так как прямая однозначно определяется двумя точками, то для 

нахождения следа секущей плоскости на любой другой плоскости и, в 
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частности, на плоскости любой грани многогранника, достаточно построить 

две общие точки плоскостей 

Для построения следа секущей плоскости, а также для построения 

сечения многогранника этой плоскостью, должен быть задан не только 

многогранник, но и секущая плоскость. А построение плоскости сечения 

проходит в зависимости от задания этой плоскости. Основными способами 

задания плоскости, и в частности секущей плоскости, являются следующие: 

1) тремя точками не лежащих на одной прямой; 

2) прямой и не лежащей на ней точкой; 

3) двумя параллельными прямыми; 

4) двумя пересекающимися прямыми; 

5) точкой и двумя скрещивающимися прямыми; 

Возможны и другие способы задания секущей плоскости. 

Поэтому все способы построения сечений многогранников можно 

разделить на методы. 

 

2.4.2 Методы построения сечений многогранников 

 

Метод сечений многогранников в стереометрии используется в задачах 

на построение. В его основе лежит умение строить сечение многогранника и 

определять вид сечения. 

Существует три основных метода построения сечений многогранников: 

I. Аксиоматический метод: 

а) метод следов; 

б) метод вспомогательных сечений. 

II. Комбинированный метод. 

III. Координатный метод. 

Заметим, что метод следов и метод вспомогательных сечений 

являются разновидностями Аксиоматического метода построения сечений. 

Можно также выделить следующие методы построения сечений 

многогранников: 

1) построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через 

заданную точку параллельно заданной плоскости; 

2) построение сечения, проходящего через заданную прямую 

параллельно, другой заданной прямой; 

3) построение сечения, проходящего через заданную точку параллельно 

двум заданным скрещивающимся прямым; 

4) построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через 

заданную прямую перпендикулярно заданной плоскости; 

5) построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через 

заданную точку перпендикулярно заданной прямой. 

Основными действиями, составляющие методы построения сечений, 

являются нахождение точки пересечения прямой с плоскостью, построения 

линии пересечения двух плоскостей, построение прямой параллельной 
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плоскости, перпендикулярной плоскости. Для построения прямой 

пересечения двух плоскостей обычно находят две ее точки и проводят через 

них прямую. Для построения точки пересечения прямой и плоскости находят 

в плоскости прямую, пересекающую данную. Тогда искомая точка 

получается в пересечении найденной прямой с данной. 

Рассмотрим отдельно перечисленные нами методы построения сечений 

многогранников. 

Метод следов основывается (опирается) на аксиомах стереометрии, 

суть метода заключается в построении вспомогательной прямой, являющейся 

изображением линии пересечения секущей плоскости с плоскостью какой-

либо грани фигуры. Удобнее всего строить изображение линии пересечения 

секущей плоскости с плоскостью нижнего основания. Эту линию называют 

основным следом секущей плоскости. Используя след, легко построить 

изображения точек секущей плоскости, находящихся на боковых ребрах или 

гранях фигуры. Последовательно соединяя образы этих точек, получим 

изображение искомого сечения. 

Отметим, что при построении основного следа секущей плоскости 

используется следующее утверждение. 

Если точки принадлежат секущей плоскости и не лежат на одной 

прямой, а их проекция (центральными или параллельными) на плоскость, 

выбранную в качестве основной, являются соответственно точки то точки 

пересечения соответственных прямых, то есть точки и лежат на одной 

прямой (рисунок 46 а, б). 

 
а)                                              б) 

 

Рисунок 46 -  а) и б) изображения основных следов секущей плоскости  

 

 Эта прямая является основным следом секущей плоскости. Так как 

точки лежат на основном следе, то для его построения достаточно найти две 

точки из этих трех. 

Метод вспомогательных сечений является в достаточной мере 

универсальным. В тех случаях, когда нужный след (или следы) секущей 

плоскости оказывается за пределами чертежа, этот метод имеет даже 

определенные преимущества. Вместе с тем следует иметь ввиду, что 

построения, выполняемые при использовании этого метода, зачастую 

получаются “скученными”. Тем не менее, в некоторых случаях метод 

вспомогательных сечений оказывается наиболее рациональным. 
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Суть комбинированного метода построения сечений многогранников 

состоит в применении теорем о параллельности прямых и плоскостей в 

пространстве в сочетании с аксиоматическим методом. 

Суть координатного метода заключается в вычислении координат 

точек пересечения ребер или многогранника с секущей плоскостью, которая 

задается уравнением плоскости. Уравнение плоскости сечения вычисляется 

на основе условий задачи. 

Заметим, что это способ построения сечения многогранника приемлем 

для компьютера, так как он связан с большим объемом вычислений и 

поэтому этот метод целесообразно реализовать с помощью ЭВМ. 

Наша основная задача будет состоять в построении сечения 

многогранника с плоскостью, т.е. в построении пересечения этих двух 

множеств. 

 

2.4.3 Построение сечений многогранников 

 

Прежде всего заметим, что сечение выпуклого многогранника есть 

выпуклый плоский многоугольник, вершины которого в общем случае 

являются точками пересечения секущей плоскости с ребрами многогранника, 

а стороны с его гранями. 

Способы задания сечения весьма разнообразны. Наиболее 

распространенным из них является способ задания секущей плоскости тремя 

точками, не лежащими на одной прямой. 

Задача 9. Для параллелепипеда ABCDA1B1C1D1. Построить сечение 

проходящее через точки M, N, L. 

 

  

 

 

 

 

 

Рисунок 47 - Чертеж к условию задачи 9 

Решение. 1. Соединим точки M и L, лежащие в плоскости AA1D1D. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 48 - Чертеж к шагу 1 

2. Пересечем прямую ML ( принадлежащую сечению) с ребром A1D1, 

они лежат в одной плоскости AA1D1D. Получим точку X1. 
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Рисунок 49 - Чертеж к шагу 2 

 

3. Точка X1 лежит на ребре A1D1, а значит и плоскости A1B1C1D1, 

соединим ее сточкой N, лежащей в этой же плоскости. 

X1 N пересекается с ребром A1B1 в точке К. 

 

 

 

 

  

  

 

 

Рисунок 50 - Чертеж к шагу 3 

 

4. Соединим точки K и M, лежащие в одной плоскости AA1B1B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 51 - Чертеж к шагу 4 

5. Найдем прямую пересечения плоскости сечения с плоскостью 

DD1C1C: пересечем прямую ML (принадлежащую сечению) с ребром DD1, 

они лежат в одной плоскости AA1D1D, получим точку X2. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 52 - Чертеж к шагу 5 
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6. Пересечем прямую KN (принадлежащую сечению) с ребром D1C1, 

они лежат в одной плоскости A1B1C1D1, получим точку X3; 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

Рисунок 53 - Чертеж к шагу 6 

 

7. Точки X2 и X3 лежат в плоскости DD1C1C. Проведем прямую X2 X3, 

которая пересечет ребро C1C в точке T, а ребро DC в точке P. И соединим 

точки L и P, лежащие в плоскости ABCD. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 54 - Чертеж к шагу 7 

 

Таким образом, задача считается решенной, если найдены все 

отрезки, по которым плоскость пересекает грани многогранника, что и мы 

сделали. MKNTPL - искомое сечение. 

 Эту же самую задачу на построение сечения, можно решить 

воспользовавшись свойством параллельных плоскостей. 

Из выше сказанного можно составить алгоритм (правило) решения 

задач, данного типа. 

Сформулируем правила построения сечений многогранников. 

1. Проводим прямые через точки, лежащие в одной плоскости; 

2. Ищем прямые пересечения плоскости сечения с гранями 

многогранника, для этого: 

а) ищем точки пересечения прямой принадлежащей плоскости сечения 

с прямой, принадлежащей одной из граней (лежащие в одной плоскости); 

б) параллельные грани плоскость сечения пересекает по параллельным 

прямым. 
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Задача 10. Построить сечение пирамиды АВСD плоскостью, 

проходящей через точки К, L, M 

  

  

  

 

 

 

 

 

Рисунок 55 - Чертеж к условию задачи 10 

 

Решим задачу аксиоматическим методом : 

1.Проведем вспомогательную плоскость DKM, которая пересекает 

ребра АВ и ВС в точках Е и F (ход решение на рис 2.). Построим «след» КМ 

плоскости сечения на этой вспомогательной плоскости, найдем точку 

пересечения КМ и ЕF – точку Р. Точка Р, как и L, лежит в плоскости АВС, и 

можно провести прямую, по которой плоскость сечения пересекает 

плоскость АВС («след» сечения в  плоскости (АВС)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 56 - Построение прямых DK и  DM 

 

 

 

 

 

Рисунок 57 - Построение вспомогательной 

плоскости DKM 
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Рисунок 58 - Построение «следа» сечения в  плоскости (АВС). 

 

Задача 11. На ребрах AB и AD пирамиды MABCD зададим 

соответственно точки P и Q - середины этих ребер, а на ребре MC зададим 

точку R. Построим сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точки 

P, Q и R. 

Решение проведем комбинированным методом: 

1). Ясно, что основным следом плоскости PQR является прямая PQ. 

2). Найдем точку К, в которой плоскость МАС пересекает прямую PQ. 

Точки К и R принадлежат и плоскости PQR, и плоскости MAC. Поэтому, 

проведя прямую KR, мы получим линию пересечения этих плоскостей. 

3). Найдем точку N=AC BD, проведем прямую MN и найдем точку 

F=KR MN. 

4). Точка F является общей точкой плоскостей PQR и MDB, то есть эти 

плоскости пересекаются по прямой, проходящей через точку F. Вместе с тем 

так как PQ - средняя линия треугольника ABD, то PQ параллельна BD, то 

есть прямая PQ параллельна и плоскости MDB. Тогда плоскость PQR, 

проходящая через прямую PQ, пересекает плоскость MDB по прямой, 

параллельной прямой PQ, то есть параллельной и прямой BD. Поэтому в 

плоскости MDB через точку F проведем прямую, параллельную прямой BD. 

5). Дальнейшие построения понятны из рисунка. В итоге получаем 

многоугольник PQD'RB' - искомое сечение 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 59 - Искомое сечение задачи 11 

Рассмотрим сечения призмы для простоты, то есть удобства 

логических размышлений рассмотрим сечения куба (рисунки 60 - 63): 
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Рисунок 60 - Сечение куба в виде треугольника 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 61 - Сечение куба в виде трапеции 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 62 - Сечение куба в виде шестиугольника 

 
Рисунок 63 - Сечение куба в виде прямоугольника 

 

Сечения призмы плоскостями, параллельными боковым ребрам, 

являются параллелограммами. В частности, параллелограммами являются 

диагональные сечения (рисунок 64). 
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Рисунок 64 - Диагональное сечение призмы 

 

Определение. Диагональным сечением призмы называется сечение 

плоскостью, проходящей через два боковых ребра, не принадлежащих одной 

грани. 

Многоугольник, получающийся при диагональном сечении призмы, 

является параллелограммом. Вопрос о числе диагональных сечений n-

угольной призмы труднее, чем вопрос о числе диагоналей. Сечений будет 

столько же сколько диагоналей у основания. Мы знаем, что у выпуклой 

призмы в основаниях – выпуклые многоугольники, а у выпуклого n-

угольника диагоналей. И так можно говорить, что диагональных сечений 

вдвое меньше, чем диагоналей. 

Заметим: при построении сечений параллелепипеда на рисунке 

следует учитывать тот факт, что если секущая плоскость пересекает две 

противоположные грани по каким – то отрезкам, то эти отрезки параллельны 

«по свойству параллелепипеда т.е. противоположные грани параллелепипеда 

параллельны и равны.» 

Дадим ответы на часто возникающие вопросы: 

1. Какие многоугольники получаются в сечении куба плоскостью? 

«треугольник, четырехугольник, пятиугольник, шестиугольник ». 

2. Может ли в сечении куба плоскостью получиться семиугольник? 

А восьмиугольник? 

«не могут». 

3)Возникает вопрос чему равно наибольшее число сторон 

многоугольника, полученного сечением многогранника с плоскостью? 

Наибольшее число сторон многоугольника, полученного в сечении 

многогранника плоскостью, равно числу граней многогранника. 

 

        Задача 12. Построить сечение параллелепипеда 

ABCDA1B1C1D1 плоскостью, проходящей через точки M, N, P (точки указаны 

на чертеже (рисунок 65)). 

Решение: 

 
 

Рисунок 65 - Сечение к задаче 12 
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Точки N и P лежат в плоскости сечения и в плоскости нижнего 

основания параллелепипеда. Построим прямую, проходящую через эти 

точки. Эта прямая является следом секущей плоскости на плоскость 

основания параллелепипеда. 

Продолжим прямую, на которой лежит сторона AB параллелепипеда. 

Прямые AB и NP пересекутся в некоторой точке S. Эта точка принадлежит 

плоскости сечения. 

Так как точка M также принадлежит плоскости сечения и пересекает 

прямую АА1 в некоторой точке Х. 

Точки X и N лежат в одной плоскости грани АА1D1D, соединим их и 

получим прямую XN. 

Так как плоскости граней параллелепипеда параллельны, то через 

точку M можно провести прямую в грани A1B1C1D1, параллельную прямой 

NP. Эта прямая пересечет сторону В1С1 в точке Y. 

Аналогично проводим прямую YZ, параллельно прямой XN. 

Соединяем Z с P и получаем искомое сечение – MYZPNX. 

Задача 13. Рассмотрим, например, плоскость сечения куба 

ABCDA'BC’D', проходящую через точки М и N — середины ребер АВ и AD. 

Пусть эта плоскость пересекает прямую СС' в некоторой точке Р, 

лежащей между С и С', т.е. принадлежащей ребру СС', а не лежащей на его 

продолжении.  

 

Рисунок 66 - Плоскость сечения куба к задаче13 

Рассмотрим диагональную плоскость ААС'С. Она пересекает отрезок 

MN в точке Q - его середине, лежащей на диагонали основания АС. Прямая 

QP целиком лежит в плоскости сечения. Рассмотрим прямую ОО' — одну из 

осей куба. Пусть R — точка пересечения прямых QP и ОО'. Прямая MN 

параллельна плоскости диагонального сечения BB'D'D (признак 1). 

Плоскость сечения проходит через эту прямую и пересекает плоскость 

BB'D'D по некоторой прямой, которая должна быть параллельна MN 

(признак 2).  

Точка R лежит на этой линии пересечения. Мы получим, таким 

образом, эту линию, проведя в плоскости BB'D'D через точку R прямую, 

параллельную диагонали BD. Эта прямая пересекает ребра ВВ' и DD' в 
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некоторых точках S и Т. Пятиугольник MSPTN и является искомым 

сечением.  

Задача 14. Если взять точку Р на прямой СС' немного выше точки С', то 

получим в сечении шестиугольник, одна из сторон которого будет 

параллельна MN (признак 3). Когда это сечение пройдет через центр куба, то 

получится правильный шестиугольник. Проверьте это утверждение и 

рассмотрите самостоятельно другие сечения куба, проходящие через прямую 

MN. 

 

Рисунок 67 - Плоскость сечения куба к задаче14 

Сечения пирамиды плоскостями, проходящими через ее вершину, 

представляют собой треугольники. В частности, треугольниками являются 

диагональные сечения. Это сечения плоскостями, проходящими через два не 

соседних боковых ребра пирамиды. 

Задача 15. Построить сечение пирамиды АВСD плоскостью, 

проходящей через точки К, L, M. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 68 - Чертеж условия к задаче15 

Решение. 
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1. Проведем вспомогательную плоскость BLC и в ней 

отрезок LM (этот отрезок принадлежит плоскости сечения ( рисунок 69 а)                             

Рисунок 69  - а) построение вспомогательной плоскости BLC и в ней 

отрезка LM ;  б) - построение вспомогательной плоскости DCK и точки 

пересечения ВL и DК – точки Е.;  в) построение  прямой KF и точки 

пересечения этой прямой с DC – точки N 

 

2. Проведем еще одну вспомогательную плоскость DCK и построим 

точку пересечения ВL и DК – точку Е. Эта точка принадлежит обеим 

вспомогательным плоскостям (рисунок 69, б); 

3. Найдем точку пересечения отрезков LM и ЕС (эти отрезки лежат в 

плоскости BLC, рисунок 69, в)) – точку F. Точка F лежит в плоскости сечения 

и в плоскости DCK; 

4. Проведем прямую KF и найдем точку пересечения этой прямой 

с DC – точку N ( точка N принадлежит сечению). Четырехугольник KLNM – 

искомое сечение. 

Этот же пример решим по другому. Допустим что по точкам К, L, и М 

построено сечение KLNM (рисунок 70). Обозначим через F точку 

пересечения диагоналей четырехугольника KLNM. Проведем прямую DF и 

обозначим через F1 ее точку пересечения с гранью АВС. Точка F1 совпадает с 

точкой пересечения прямых АМ и СК (F1 одновременно принадлежит 

плоскостям АМD и DСК). Точку F1 легко построить. Далее строим 

точку F как точку пересечения DF1 и LM. Далее находим точку N. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 70 - Другое решение задачи 15 
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Рассмотренный прием называют методом внутреннего 

проектирования. (Для нашего случая речь идет о центральном 

проектировании. Четырехугольник KМСА есть проекция 

четырехугольника KMNL из точки D. При этом точка пересечения 

диагоналей KMNL – точка F – переходит в точку пересечения диагоналей 

четырехугольника KМСА – точку F1. 

 

2.4.4 Площадь сечения многогранника 

 

Задача на вычисление площади сечения многогранника обычно 

решается в несколько этапов. Если в задаче говориться, что сечение 

построено (или что секущая плоскость проведена и т.п.), то на первом этапе 

решения выясняют вид фигуры полученной в сечении. 

Это необходимо сделать, чтобы выбрать соответствующую формулу 

для вычисления площади сечения. После того как вид фигуры, полученной в 

сечении, выяснен и выбрана формула для подсчета площади этой фигуры, 

переходят непосредственно к вычислительной работе. 

В некоторых случаях может оказаться проще, если, не выясняя вида 

фигуры, полученной в сечении, перейти сразу к вычислениям ее площади по 

формуле, которая следует из теоремы. 

Теорема о площади ортогональной проекции многоугольника: площадь 

ортогональной проекции многоугольника на плоскость равна произведению 

его площади на косинус угла между плоскостью многоугольника и 

плоскостью проекции: . 

Справедлива формула для вычисления площади сечения: где это 

площадь ортогональной проекции фигуры, полученной в сечении, а это угол 

между секущей плоскостью и плоскостью, на которую фигура 

спроектирована. При таком ходе решения необходимо построить 

ортогональную проекцию фигуры, полученной в сечении, и подсчитать 

Если в условии задачи говориться, что сечение требуется построить и 

найти площадь полученного сечения, то на первом этапе следует обосновано 

выполнить построение заданного сечения, и затем, естественно, определить 

вид фигуры, полученной в сечении, и т.д. 

Отметим следующий факт: так как строятся сечения выпуклых 

многогранников, то многоугольник сечения будет тоже выпуклым, поэтому 

его площадь можно найти разбиением на треугольники, то есть площадь 

сечения равна сумме площадей треугольников из которых оно составлено. 

Задача 16. Дана  правильная треугольная пирамида со стороной 

основания равной 6 и высотой равной 10. Постройте сечение пирамиды 

плоскостью, проходящей через точки , где – середина стороны , и найдите 

его площадь (рисунок 71). 

Решение. Сечением пирамиды является треугольник. Найдем его 

площадь. 
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Так как основание пирамиды – равносторонний треугольник и точка М  

– середина стороны, СМ то является высотой и тогда... (домыслите 

самостоятельно). Площадь треугольника DМС можно найти...(найдите 

самостоятельно). 

 

 

            

 

 

 

 

 

Рисунок 71 - Чертеж к задаче 16 

 

2.4.5 Задачи и вопросы для самостоятельного решения 

1. В каком случае параллельной проекцией прямой будет точка? 

2. В каком случае параллельной проекцией двух параллельных прямых 

является одна прямая? 

3. Какие фигуры могут быть параллельными проекциями двух скре-

щивающихся прямых? 

4. Сохраняются ли при параллельном проектировании: а) длины отрезков; 

б) величины углов? 

5. Верно ли, что если длина отрезка равна длине его параллельной 

проекции, то отрезок параллелен плоскости проектирования? 

6. Точки A’, B’ являются параллельными проекциями точек A, B. AA’ = a, 

BB’ = b. Точка C делит отрезок AB в отношении m : n. Найдите 

расстояние между точкой C и ее проекцией C’. 

7. Может ли параллельной проекцией равностороннего треугольника быть: 

а) прямоугольный треугольник; б) равнобедренный треугольник; в) 

разносторонний треугольник? 

8. Может ли параллельной проекцией прямоугольника быть: а) квадрат; б) 

параллелограмм; в) ромб; г) трапеция? 

9. Верно ли, что при параллельном проектировании треугольника: а) 

медианы проектируются в медианы; б) высоты проектируются в высоты; 

в) биссектрисы проектируются в биссектрисы? 

10. Изобразите параллельную проекцию: а) правильного пятиугольника; б) 

правильного восьмиугольника. 

11. Постройте изображение куба, две грани которого параллельны 

плоскости изображений. 

12. Постройте изображения прямого и наклонного параллелепипедов, две 

противоположные грани которых параллельны плоскости изображения. 

13. Постройте изображение правильной шестиугольной призмы. 

14. Изобразите в параллельной проекции правильную четырехугольную 

пирамиду. 
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15. Изобразите правильный октаэдр SABCDS’, две диагонали AC и SS’ 

которого параллельны плоскости проектирования. Каким будет 

изображение четырехугольника ASCS’? 

16. Параллельными проекциями, каких многогранников являются фигуры, 

изображенные на рисунке 72? 

 

Рисунок 72 - Чертежи к вопросу 16 

17. Возможен ли многогранник, изображение которого показано на 

рисунке 73? 

 

Рисунок 73 - Чертежи к вопросу 17 

18. Выполните упражнения, представленные на рисунке 74. Ответы на 

упражнения находятся у преподавателя. 
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Рисунок  74 - Тренажер по сечениям 
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3 Перпендикулярность в пространстве 

 

3.1Перпендикулярность прямой и плоскости 

Определения и признаки перпендикулярности прямой и плоскости 

представлены на рисунке 75. 

 

Рисунок  75 - Определения и признаки перпендикулярности прямой и 

плоскости 
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3. 2 Перпендикуляр и наклонная 

На рисунке   76  представлены определения перпендикуляра к 

плоскости, наклонной, проекция перпендикуляра на плоскость. 

 

Рисунок 76 - Изображение перпендикуляра, наклонной к плоскости, 

проекции наклонной 

Отрезок АВ - перпендикуляр к плоскости; точка В - основание этого 

перпендикуляра.   

Любой отрезок АС, где точка С - произвольная точка плоскости α, 

отличная от В, называется наклонной к этой плоскости. 

СВ - проекция наклонной на эту плоскость. 

Рассмотрим свойства наклонных, выходящих из одной точки. 

1.Перепендикуляр всегда короче наклонной. 

 
Рисунок 77 - Чертеж и обоснование к свойству наклонных 1 

2. Если наклонные равны, то равны и их проекции и наоборот. 
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Рисунок 78 - Чертеж к свойству наклонных 2 

3. Большей наклонной соответствует большая проекция и наоборот. 

 
Рисунок 79 - Чертеж и обоснование к свойству наклонных 3 

 

Рассмотрим свойства перпендикуляров к плоскости. 

1. Плоскость, перпендикулярная одной из двух параллельных прямых, 

перпендикулярна и второй прямой (рисунок 80). 

2. Прямые, перпендикулярные одной и той же плоскости параллельны 

(рисунок 80). 

 

 Рисунок 80 - Чертеж к  свойствам 1 и 2 перпендикуляров к плоскости  

 

3. Прямая, перпендикулярная одной из двух параллельных плоскостей, 

перпендикулярна и второй плоскости (рисунок 81). 

4. Две плоскости, перпендикулярные одной прямой, параллельны 

между собой (рисунок 82). 
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 Рисунок 81 - Чертеж к  свойствам 3 и 4перпендикуляров к плоскости  

 

3.3 Ортогональное проектирование 

 

Ортогональным проектированием называется параллельное 

проектирование в направлении прямой, перпендикулярной плоскости 

проектирования. 

Поскольку ортогональное проектирование является частным случаем 

параллельного проектирования, для него справедливы все рассмотренные выше 

свойства параллельного проектирования. 

Для изображения куба или прямоугольного параллелепипеда в 

ортогональной проекции, выясним сначала, куда при ортогональном 

проектировании переходят ребра прямого трехгранного угла, т.е. такого, у 

которого все плоские углы прямые. 

Пусть дан прямой трехгранный угол с вершиной S и ребрами a, b и c. 

Плоскость α  пересекает эти ребра (рисунок 82). Обозначим 

через O ортогональную проекцию вершины S на плоскость α. Тогда 

прямые AO, BO и CO будут соответственно ортогональными проекциями 

прямых SA, SB и SC. Докажем, что точка O является ортоцентром 

треугольника ABC (точка пересечения высот) и, таким образом, 

прямые AO, BO и CO содержат высоты треугольника ABC. 

 
 

 Рисунок 82 - Чертеж пересечения трехгранного угла с плоскостью α 
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Действительно, прямая  SC перпендикулярна прямым SA, SB и, 

следовательно, перпендикулярна плоскости SAB. Прямая  AB лежит в этой 

плоскости и, следовательно, перпендикулярна SC. Прямая  CO является 

ортогональной проекцией прямой SC и, следовательно (по теореме о трех 

перпендикулярах), перпендикулярна AB. Значит, прямая CO содержит 

высоту CC1 треугольника ABC. Аналогичным образом доказывается, что 

прямые AO и BO содержат высоты AA1 и BB1 треугольника ABC. 

Используя доказанное утверждение, построим ортогональную проекцию 

прямого трехгранного угла. Для этого нарисуем треугольник ABC и проведем в 

нем высоты (рисунок 83). Лучи OA, OB и OC будут изображением ребер 

трехгранного угла. 

 

 

 
 

Рисунок 83 - Чертеж проекции трехгранного угла на  плоскость α 

 

Заметим, что для любых трех лучей a, b и c, с вершиной в точке O для 

которых углы aOb, bOc и aOc больше 90°, существует треугольник ABC, 

высоты которого лежат на этих лучах. Для его построения отметим какую-

нибудь точку A на луче a и проведем через нее прямую, перпендикулярную b. 

Так как c не перпендикулярна b, то она пересечет прямую c в некоторой 

точке C. Аналогичным образом, через точку A проведем прямую, 

перпендикулярную cи точку ее пересечения с прямой B обозначим через B. 

Тогда прямые BO и CO будут содержать высоты треугольника ABC и, значит, 

прямая AO также будет содержать высоту этого треугольника. 

Имея изображение прямого трехгранного угла, легко построить 

изображение прямоугольного параллелепипеда (рисунок 84). Его ребра лежат 

на прямых, параллельных OA, OB и OC, соответственно. 
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Рисунок 84 - Изображение прямоугольного параллелепипеда 

 

Выясним теперь, как изображается куб в ортогональной проекции. Для 

этого вернемся к изображению прямого трехгранного угла, на ребрах которого 

отмечены точки A, B, C, и предположим, что SA – единичный отрезок, 

изображенный отрезком OA. Наша задача состоит в том, чтобы на 

лучах OB и OC построить изображения единичных отрезков. 

Представим себе, что треугольник SAB поворачивается относительно 

прямой AB. При этом высота SC1 этого треугольника поворачивается в 

плоскости, перпендикулярной прямой AB и в плоскости 

треугольника ABC занимает положение S1C1 (рисунок 85). Поскольку 

треугольник ASB прямоугольный, то точка S1 будет пересечением окружности, 

построенной на AB как на диаметре, и прямой CO. При этом 

отрезок S1A является единичным отрезком. 

 
Рисунок 85 - Изображение поворота треугольника  SAB  относительно 

прямой AB 

 

Пусть теперь дано изображение прямого трехгранного угла (рисунок 86 

17, а), для которого OA изображает единичный отрезок. Для построения 

изображения единичного отрезка на луче OB построим окружность с центром в 

точке S1 и радиусом S1A. Через точку ее пересечения с S1B проведем прямую, 

параллельную CO. Ее точка пересечения B' с лучом OB и даст искомую точку, 
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для которой отрезок OB' является изображением единичного отрезка. 

Аналогичным образом строится изображение OC' единичного отрезка. 

 
Рисунок 86 - а) изображение прямого трехгранного угла; б) 

изображение куба 

После того, как мы построили изображения единичных отрезков, 

изображение куба строится также как и изображение прямоугольного 

параллелепипеда с данными ребрами (рисунок 86, б). 

Ортогональное проектирование используется для изображения цилиндра, 

конуса, шара, сферы и др. 

Рассмотрим вопрос об изображении сферы. 

Теорема. Ортогональной проекцией сферы является круг, радиус 

которого равен радиусу сферы. 

Доказательство. Проведем плоскость a0, проходящую через центр 

сферы О и параллельную плоскости проектирования a. Поскольку 

плоскости a и a0 параллельны, то проекции сферы на эти плоскости будут 

равны (рисунок 87). Сечением сферы плоскостью a0 является окружность 

радиуса R, равного радиусу сферы. Если А точка сферы, не принадлежащая 

этой окружности, и А0 ее ортогональная проекция на плоскость a0, 

то ОА0 < OA  R. Таким образом, при ортогональном проектировании на 

плоскость a0 точки этой окружности остаются на месте, а остальные точки 

сферы проектируются внутрь соответствующего круга. Следовательно, 

ортогональной проекцией сферы является круг того же радиуса. 

 
Рисунок 87 - Изображение проекции сферы на плоскость 

Для большей наглядности изображения сферы в ней выделяют большую 

окружность (сечение сферы плоскостью, проходящей через ее центр), 

плоскость которой образует острый угол с направлением проектирования, и 
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полюсы (концы диаметра, перпендикулярного плоскости большой 

окружности). Большая окружность называется экватором. Окружности, 

лежащие в плоскостях, параллельных плоскости экватора называются 

параллелями; прямая, проходящая через полюсы – осью, а большие 

окружности, проходящие через полюсы – меридианами. 

Проекцией выделенной большой окружности будет эллипс. Для 

нахождения изображения полюсов будем считать исходную ортогональную 

проекцию видом сферы спереди, и построим вид сферы слева, т. е. 

ортогональную проекцию сферы на плоскость, проходящую через ось сферы и 

перпендикулярную плоскости проектирования. Большая окружность и ось 

сферы изобразятся перпендикулярными диаметрами PQ и CD (рисунок 88). 

Изображение полюсов на основной плоскости получается параллельным 

переносом полюсов на виде сферы слева. 

 
Рисунок 88 - Изображение большей окружности и оси сферы   

 

На практике можно не прибегать к построению вспомогательного чер-

тежа (вида сферы слева). Для построения изображения полюсов P и Q дос-

таточно заметить, что прямоугольные треугольники OPR и OCE  равны (по 

гипотенузе и острому углу). Следовательно, имеет место равенство 

отрезков RP = CE. Кроме того, имеем RP = PP1 и CE = OC. Значит PP1 = OC. 

Аналогично, QQ1 = OD. После этого точки P и Q выбираются так, чтобы 

выполнялись эти равенства. 

На изображении сферы, помимо экватора и полюсов, можно нарисовать 

несколько параллелей и меридианов (рисунок 89). 

 

 
Рисунок 89 - Изображение экватора, полюсов, параллелей и меридианов сферы 
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Рассмотрим теперь вопрос об изображении комбинаций многогранников 

и тел вращения. Начнем с куба и сферы. Одной из распространенных ошибок 

изображения сферы, вписанной в куб, является изображение, показанное на 

рисунке 90. Здесь сразу несколько ошибок. Первая связана с неверным 

изображением точек касания. Точки касания должны располагаться не на 

окружности, ограничивающей изображение сферы, а внутри нее. Так, 

например, точки касания верхней и нижней граней куба должны располагаться 

в полюсах сферы. Эту ошибку можно исправить, несколько увеличив размеры 

вписанной сферы, как показано на рисунке 91. Здесь как будто точки касания 

верхней и нижней граней куба расположены в полюсах сферы, однако это 

изображение также не является верным. Ошибка рисунков 90 и 91 состоит в 

том, что для изображения сферы и куба использованы разные проекции. Сфера 

изображена в ортогональной проекции, а куб нет. На одном изображении этого 

делать нельзя. Если сфера изображается в ортогональной проекции, то и куб 

должен изображаться в ортогональной проекции. 

 
Рисунок 90 - Ошибки изображения сферы 

 

Для построения правильного изображения сферы, вписанной в куб, 

сначала изобразим сферу с экватором и полюсами (рисунок 91). Затем опишем 

около экватора квадрат и построим его изображение. Это можно сделать 

следующим образом. Отметим на эллипсе, изображающем экватор какую-

нибудь точку A и проведем касательную a к эллипсу в этой точке. Через 

точку A и центр эллипса O проведем прямую, и ее точку пересечения с 

эллипсом обозначим B. Через точку B проведем прямую b, параллельную a. 

Она также будет касательной к эллипсу. Построим диаметр CD, сопряженный 

диаметру AB эллипса и через точки C и D проведем прямые c и d, 

параллельные AB. Они будут касательными к эллипсу. 

Параллелограмм PQRS будет искомым изображением квадрата, описанного 

около экватора. 

 
Рисунок 91 - Сечение сферы по экватору 
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Через вершины параллелограмма проведем прямые, параллельные 

оси SN сферы и отложим на них в обе стороны отрезки, равные ON  = OS. 

Получим вершины верхнего и нижнего оснований куба, описанного около 

сферы. Соединяя теперь соответствующие вершины верхнего и нижнего 

оснований, получим остальные ребра искомого куба (рисунок 92). 

 
 

Рисунок 92 - Изображение сферы, вписанной в куб 

 

Заметим, что изображение куба, описанного около данной сферы, 

полностью определяется начальным выбором точки A. Выбирая различным 

образом эту точку можно получать различные изображения куба, описанного 

около сферы. 

Аналогичным образом строится изображение правильной треугольной 

призмы, описанной около сферы (рисунок 94). Сначала строим изображение 

правильного треугольника, описанного около экватора. Для этого выбираем 

точку касания A и проводим через нее касательную a. Через точку A и центр 

эллипса проводим прямую и откладываем на ней отрезок OB = 2OA. Через 

точку B проводим касательные b и c к эллипсу. Прямые a, b и c образуют 

искомый треугольник, описанный около эллипса (рисунок 93). Через вершины 

этого треугольника проведем прямые, параллельные оси SN сферы и отложим 

на них в обе стороны отрезки, равные ON  = OS. Получим вершины верхнего и 

нижнего оснований призмы, описанной около сферы. Соединяя теперь 

соответствующие вершины верхнего и нижнего оснований, получим остальные 

ребра искомой призмы (рисунок 94). 

 

 
Рисунок 93 - Треугольник, описанный около эллипса 
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Рисунок 94 - Изображение правильной треугольной призмы, описанной 

около сферы 

Аналогичным образом строится изображение пирамиды с вписанной в 

нее сферой (рисунок 95). 

 

 
Рисунок 95 - Изображение правильной четырехугольной пирамиды, 

описанной около сферы 

 

 В случае, если сфера вписана в правильный тетраэдр (рисунок 96), нужно 

учитывать, что центр сферы делит высоту пирамиды в отношении 3:1 считая от 

вершины. 

 
 

Рисунок 96 - Изображение правильного тетраэдра, описанного около 

сферы 

 

На рисунке 97 изображена сфера с вписанным в нее кубом.  
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Рисунок 97 - Изображение сферы с вписанным в нее кубом  

 

 

На рисунке 98 изображена сфера с вписанным в нее правильным 

тетраэдром. 

 
 Рисунок 97 - Изображение сферы с вписанным в нее правильным 

тетраэдром 

 

 

3.4 Упражнения для самоконтроля по подразделу 3.3 

1. Изобразите прямоугольный параллелепипед в ортогональной проекции. 

2. Изобразите сферу, вписанную в куб. 

3. Изобразите правильную шестиугольную призму, описанную около 

сферы. 

4. Изобразите правильную шестиугольную пирамиду, описанную около 

сферы. 

5. Изобразите конус, описанный около сферы. 

6. Изобразите сферу, описанную около правильной шестиугольной 

призмы. 

7. Изобразите сферу, описанную около правильной четырехугольной 

пирамиды. 

8. Изобразите октаэдр, вписанный в сферу. 

9. Изобразите сферу, описанную около цилиндра. 

10. Изобразите сферу, описанную около конуса. 
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11. По данному изображению конуса постройте: а) центр вписанной 

сферы; б) центр описанной сферы. 

12. Большая и малая оси эллипса, изображающего основания конуса, 

равны соответственно a и b. Отрезок, изображающий высоту конуса равен c. 

Найдите  высоту конуса. Ответ: . 

13. Большая и малая оси эллипса, изображающего основания цилиндра, 

равны соответственно 5 см и 3 см. Отрезок, изображающий высоту цилиндра 

равен 8 см. Найдите саму высоту цилиндра.  Ответ: h = 10 см. 

 

 

3.4 Теорема о трех перпендикулярах 

Теорема о трех перпендикулярах представлена на рисунке 98. 

 

Рисунок 98 - Теорема о трех перпендикулярах 

Обратная теорема: если провести прямую в плоскости через основанию 

наклонной перпендикулярно к ней, то данная прямая будет перпендикулярна 

ее проекции (рисунок 99) 

 



58 
 

 

Рисунок 99 - Теорема обратная к теореме о трех перпендикулярах 

Доказательство обратной теоремы проведите самостоятельно. 

Задача  17. Через вершину А прямоугольного треугольника АВС с 

прямым углом С проведена прямая АD, перпендикулярная к плоскости 

треугольника. Докажите, что   CBD прямоугольный и найдите BD, если   BC   

=  , DC =  . 

 

Рисунок 100 - Чертеж к задаче 17 

Решение. Докажем, что   CBD прямоугольный.  АС - проекция 

наклонной D на плоскость C на плоскость    АВС.  

 ВС ⊥ АС  по условию и ВС ⊥ DС , значит,   CBD прямоугольный.  Из 

этого треугольника по теореме Пифагора находим BD : 

BD
2
 =   DС

2
 +   BС

2
 т.е. BD =          . 

 

Задача 18. Найдите расстояние от точки D стороны АС треугольника 

АВС по данным, представленным на рисунке 101. 
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Рисунок 101 - Чертеж и решение задачи 18 

Задача 19. Из вершины С прямого угла прямоугольного треугольника 

АВС восстановлен перпендикуляр к плоскости треугольника DC. Найдите 

расстояние DH от точки D до гипотенузы, если длина катета СВ = m, а 

внутренний угол В треугольника равен  . 
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Рисунок 102 - Чертеж и решение задачи  19 

Задача  20. Дан прямоугольный треугольник АВС с катетами АС = 

18см и ВС = 10см. Угол С - прямой. Из центра окружности, описанной около 

треугольника восстановлен перпендикуляр ОМ длиной 12 см. Найдите 

расстояние от Тоски М до гипотенузы треугольника. 

 

Рисунок 103 - Чертеж к задаче  20 
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Решение. По теореме о трех перпендикулярах треугольники ОМН и 

ОМН1 прямоугольные. По теореме Пифагора МН = 13см, МН1 = 15 см. 

Задача 21. Из вершины А равнобедренного треугольника со сторонами 

АВ = АС = 5см и ВС = 6см восстановлен перпендикуляр AD = 12см. Найдите 

расстояние от концов перпендикуляра до стороны ВС. 

 
 

Рисунок 104 - Чертеж к задаче  21 

 

Рисунок 105 - Решение задачи  21 

Завершите решение самостоятельно, используя теорему Пифагора. 

 

 

3.5 Углы между прямыми и плоскостями 

 

1. Угол между двумя прямыми. На плоскости две пересекающиеся 

прямые задают две пары равных между собой углов (вертикальные углы). 
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Чтобы задать угол между двумя прямыми в пространстве, надо выбрать 

произвольную точку и провести через нее прямые,  параллельные данным. 

Величины  построенных плоских углов не будут  зависеть от выбора 

начальной точки. 

 

 
Рисунок 106 - Изображение углов между двумя прямыми в пространстве 

 

Две прямые в пространстве, которым соответствует прямой угол, 

называются перпендикулярными. 

2. Угол между прямой и плоскостью. Спроектируем прямую на 

плоскость. Если прямая перпендикулярна плоскости, то ее проекцией будет 

одна точка. Если же нет, то проекцией будет некоторая прямая. В этом 

случае говорят, что прямая является наклонной к плоскости. Углом между 

наклонной и плоскостью считается угол между прямой и ее проекцией на эту 

плоскость. 

3. Угол между двумя плоскостями. Для измерения угла между 

пересекающимися плоскостями надо на линии пересечения этих плоскостей 

выбрать точку и провести через нее в каждой плоскости прямую, 

перпендикулярную линии пересечения. Угол между этими прямыми и 

считается углом между плоскостями. 

Две плоскости перпендикулярны, если угол между ними прямой. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 107 - Построение угла между плоскостями  
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С помощью перпендикулярности можно определять и вычислять 

различные расстояния в пространстве.  

1. Расстояние от точки до плоскости вычисляется как длина 

перпендикуляра, опущенного из этой точки на плоскость (расстояние от 

данной точки до ее проекции на плоскость).  

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 108 - Построение расстояния от точки до плоскости 

2. Расстоянием между двумя параллельными плоскостями считается 

длина отрезка общего перпендикуляра к этим плоскостям, заключенного 

между этими плоскостями.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 109 - Построение расстояния между двумя параллельными 

плоскостями 

3. Если на плоскости задана некоторая фигура, то расстояние от 

произвольной точки в пространстве до этой фигуры определяется как 

наименьшее среди расстояний от данной точки до произвольной точки этой 

фигуры. Спроектируем данную точку на плоскость. Тогда ближайшая к 

данной точке точка фигуры будет ближайшей и к ее проекции, и наоборот, 

чтобы найти точку фигуры, ближайшую к данной точке, достаточно найти 

точку, ближайшую к ее проекции.  

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 110 - Построение расстояние от произвольной точки в пространстве 

до этой фигуры 
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Задача 22. Расстояние между двумя параллельными плоскостями равно 

 . Отрезок длины   своими концами упирается в эти плоскости. Найдите 

длину проекции отрезка на каждую плоскость. 

 
Рисунок 111 - Чертеж и решение задачи 22 

 

 

4. Угол между прямой и плоскостью, определяемый как угол между 

прямой и ее проекцией, будет наименьшим среди углов, которые образует 

данная прямая с произвольными прямыми плоскости.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 112 - Построение угла между прямой и плоскостью 

 

Задача 23. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние   

проведены две наклонные , образующие с плоскостью углы 30  и  45 , а 

между собой прямой угол. Найдите расстояние между концами наклонных. 
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Рисунок 113 - Чертеж и решение задачи 23 

 

Задача 24. Дан равнобедренный треугольник  с основанием 6м и 

боковой стороной 5м. Из центра вписанного круга восстановлен 

перпендикуляр к плоскости треугольника длиной 2 м. Найдите расстояние от 

конца этого перпендикуляра до сторон треугольника. 



66 
 

 
Рисунок 114 - Чертеж и решение задачи 24 

 

5. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми вычисляется 

как длина общего перпендикуляра. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 115 - Построение расстояния между двумя скрещивающимися 

прямыми 
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Как аргументированно определять и вычислять углы между прямыми и 

плоскостями в пространстве? 

Для этого полезно использовать векторное исчисление и 

тригонометрические функции. В  качестве наглядного примера рассмотрим 

углы между различными прямыми и плоскостями в кубе.  

1. Каждое ребро куба, например ребро АА', перпендикулярно двум 

граням куба. Оно перпендикулярно любым прямым, лежащим в этих гранях, 

в частности восьми ребрам. 

2. Каждая грань куба перпендикулярна четырем другим граням.  

3. Рассмотрим любую диагональ куба, например АС'. Ее проекцией на 

плоскость ABCD будет диагональ основания АС. Угол а наклона диагонали 

АС' к плоскости основания — это угол С'АС. Легко вычислить 

тригонометрические  функции угла а с помощью прямоугольного 

треугольника АС'С: 

    =  
1

  
      =  

1

 2
      5 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 116 - Нахождение угла между диагональю и основанием куба 

 

 

4. Рассмотрим сечение, проходящее через два противоположных ребра 

куба (диагональное сечение), например сечение AB'C'D. Его угол с 

плоскостью основания ABCD определяется как угол между прямыми C'D и 

DC. Этот угол равен 45°.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 117 - Нахождение угла между диагональным сечением и основанием 

куба 
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5. Рассмотрим сечение, проходящее через одну из вершин, например, 

А' и диагональ BD.  

Как найти угол наклона этого сечения к плоскости основания?  

Возьмем точку О — середину диагонали BD, и соединим ее с 

вершинами А и А'. Угол А'ОА и будет искомым, так как АО и А'О 

перпендикулярны линии пересечения плоскостей: 

   α =  2     5  . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 118 - Нахождение угла между сечением, проходящим через одну из 

вершин,  и основанием куба 

 

 

 

 

 

 

 

3.6 Вопросы и упражнения для самоконтроля по подразделам 3.1 - 

3.5 

 

1. Как определить угол между скрещивающимися прямыми в 

пространстве?  

2. Какая прямая называется перпендикулярной плоскости?  

3. Как определяется угол между прямой и плоскостью?  

4. Как вычисляется угол между двумя плоскостями?  

5. Как определяется расстояние между параллельными плоскостями?  

6. Как определяется расстояние между скрещивающимися прямыми? 

Задача 25. Найдите длину наклонной и ее проекции по данным, 

представленным на рисунке 119. 
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Рисунок 119 - Чертеж и решение к задаче 25 

Задача 26. Из точки А, отстоящей от плоскости α на расстоянии 5, 

проведены перпендикуляр и наклонная к этой плоскости. Найдите длину 

наклонной, если длина проекции наклонной равна 12. 

 
Рисунок 120 - Чертеж к задаче 26 

Решите задачу самостоятельно, применив теорему Пифагора. 

Задача 27. Найдите самостоятельно длину перпендикуляра и проекции 

наклонной по данным, представленным на рисунке 111. 

 

 
Рисунок 121 - Чертеж к задаче 27 

 

Задача 28. АН - перпендикуляр к плоскости α, АВ и АС  - наклонные. 

Найдите х по данным, представленным на рисунке  122. 
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Рисунок 122 - Чертеж к задаче 28 

Задача 29. АН - перпендикуляр к плоскости α, АВ и АС  - наклонные. 

Найдите х по данным, представленным на рисунке  123. 

 

 

 

 
Рисунок 123 - Чертеж к задаче 29 

Задача 30. Выполните тренировочные упражнения, представленные на 

рисунке 124. 

 
Рисунок 124 - Чертежи к задаче 30 

 

Задача 31. Выполните тестовые задания, представленные на рисунке 

125. 
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Рисунок 125 - Чертеж к задаче 31 
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Задача 32. Выполните тренировочные упражнения, представленные на 

рисунке 126. 

 

 
Рисунок 126 - Чертежи к задаче 32 
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Задача 33. Выполните тренировочные упражнения, представленные на 

рисунке 127. 

 
Рисунок 127 - Чертежи к задаче 33 
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3.6 Двугранный угол 

Определение и изображение двугранного угла представлено на рисунке 

128. 

 
Рисунок 128 - Определение двугранного угла и его элементов 

 

 

Виды двугранного угла представлены на рисунке 129. 

 

Рисунок 129 - Виды двугранного угла 
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Величина двугранного угла измеряется величиной его линейного угла. 

На общем ребре   двугранного угла выберем произвольную точку О. В 

полуплоскости из точки О восстановим перпендикуляр ОА  к прямой  . Из 

той же точки О во второй полуплоскости восстановим перпендикуляр ОВ к 

ребру  . Получаем угол АОВ, который является линейным углом 

двугранного угла (рисунок 130). 

 

Рисунок  130 - Измерение двугранного угла 

Задача  34. Решите задачу по данным, представленным на рисунке 131. 

 

Рисунок  131 - Чертеж и решение задачи 34 

 

Задача  35. Решите задачу по данным, представленным на рисунке 132. 
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Рисунок  132 - Чертеж и решение задачи 35 

 

3.7 Перпендикулярность плоскостей 

Две плоскости называются перпендикулярными, если угол между ними 

прямой (рисунок 133). 

 

 
Рисунок  133 - Перпендикулярные плоскости 
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Теорема (признак перпендикулярности двух плоскостей).  Если 

плоскость проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскости, то 

эти плоскости перпендикулярны (рисунок 134). 
 

 

 
 Рисунок 134 - Признак перпендикулярности двух плоскостей 

Рассмотрим свойства перпендикулярных плоскостей 

1. Любая плоскость, перпендикулярная прямой пересечения 

перпендикулярных плоскостей, пересекает их по перпендикулярным прямым 

(рисунок135). 

Символическая запись: α ∩   = с, α ⊥  , α ∩   =  , и    ⊥ с, то   ⊥  . 

 

 
Рисунок 135 - Чертеж к свойству 1 перпендикулярных  плоскостей 

2. Если прямая, лежащая в одной из перпендикулярных плоскостей, 

перпендикулярна прямой их пересечения, то она перпендикулярна и другой 

плоскости (рисунок 136). 

Символическая запись: если α ⊥  , α ∩   =  .   ⊂ α и   ⊥    то   ⊥  . 
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Рисунок 136 - Чертеж к свойству 2 перпендикулярных  плоскостей 

 

3. Через любую точку пространства можно провести плоскость, 

перпендикулярную данной плоскости. 

 

 

 
Рисунок 137 - Чертеж к свойству 3 перпендикулярных  плоскостей 

 

 

 

4. Две плоскости, перпендикулярные третьей плоскости, или 

параллельны, или пересекаются по прямой, перпендикулярной третьей 

плоскости. 

 

 

Рисунок 136 - Чертеж к свойству 4 перпендикулярных  плоскостей 

 

3.8 Решение задач по теме " Перпендикулярность плоскостей" 

Задача  36. Из точек А и В, лежащих в двух перпендикулярных 

плоскостях, опущены перпендикуляры АС и BD на прямую пересечения 

плоскостей, Найдите длину отрезка АВ , если: 

1) АС = 6м, BD = 7м, CD = 6м;   2) АС = 3м, BD = 4м, CD = 12м; 

3) АD = 6м, BC = 7м, CD = 6м;   4) АD = 5м, BC = 5м, CD = 1м; 

5) АC =  , CD = c, BD =  ;  6) BC =  , AD =  , CD = c.  
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Рисунок 137 - Чертеж  и решение задачи 36 

 

Задача  37.Точка находится на расстоянии   и   от двух 

перпендикулярных плоскостей. Найдите расстояние от этой точки до прямой 

пересечения плоскостей. 
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Рисунок 138 - Чертеж  и решение задачи 37 

 

Задача  38. Плоскости  α и   перпендикулярны. В плоскости α взята 

точка А, расстояние от которой до прямой с (линия пересечения плоскостей) 

равно 0,5 м. В плоскости   проведена прямая  , параллельная прямой с и 

отстоящая от нее на 1,2м. Найдите расстояние от точки А дл прямой  . 

 

 

Рисунок 139 - Чертеж  и решение задачи 38 
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Задача  39. Перпендикулярные плоскости α и   пересекаются по 

прямой  с. В плоскости α  проведена прямая   ∥ с, в плоскости    - прямая   ∥ 
с. найдите расстояние между прямыми   и  , если расстояние между 

прямыми   и с равно 1,5 м, а между прямыми   и с  - 0,8м. 
 

 

Рисунок 140 - Чертеж  и решение задачи 39 

 

 

3.9 Вопросы для самоконтроля по разделу 3 

1. Как определить угол между скрещивающимися прямыми в 

пространстве?  

2. Какая прямая называется перпендикулярной плоскости?  

3. Как определяется угол между прямой и плоскостью?  

4. Как вычисляется угол между двумя плоскостями?  

5. Как определяется расстояние между параллельными плоскостями?  

6. Как определяется расстояние между скрещивающимися прямыми? 

7. Как формулируется теорема о трех перпендикулярах? Обратная к 

ней? 

8. Что называется двугранным углом? 

9. Как найти величину двугранного угла? 

10. Какие плоскости называются перпендикулярными? 
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Заключение 

 

В современной математике выявлено, что реальные геометрические 

отношения  зависят от физической структуры материи. Это подтверждают 

исследования ученых 19-20 столетий. Современная квантовая теория все с 

большей настойчивостью выдвигает необходимость применения геометрии, 

отличной от евклидовой, к проблемам микромира. 

Геометрия претендует в качестве наиболее мощного орудия точного 

естествознания на овладение механикой и физикой, она стоит у вершины 

человеческого знания. Будущее покажет. 

Геометрия изучает формы, размеры, взаимное расположение предметов 

независимо от их других свойств - массы, цвета и т.п. Геометрия не только 

дает представление о фигурах, их свойствах, взаимном расположении, но и 

учит рассуждать, ставить вопросы, искать на них ответы,  анализировать, 

использовать методы индукции и дедукции, сравнивать, делать выводы, то 

есть логически мыслить. 
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Приложение А 

 

 

 

 
 

Рисунок А.1 - Оригиналы и изображения квадрата, ромба, трапеции 

 

 

 

 
Рисунок А.2 - Оригиналы и изображения равностороннего треугольника, 

параллелограмма, прямоугольника 
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Приложение Б 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок Б.1 - Оригиналы и изображения равнобедренной и прямоугольной 

трапеции, круга (окружности) 

 

 

 
 

 

Рисунок Б.2 - Оригиналы и изображения произвольного, прямоугольного и 

равнобедренного треугольника 
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Приложение В 

 

 

 
 

 

Рисунок В.1 - Построение перпендикуляров к плоским фигурам 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок В.2 - Изображения пространственных фигур 
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