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Введение

Настоящие методические указания к выполнению практических работ 
по дисциплине ЕН.01 «Математика» для студентов 2 курса специальности 
08.02.01 «Строительство и эксплуатация зданий и сооружений» составлены в 
соответствии с требованиями ФГОС и являются частью учебно­
методического комплекса к рабочей программе математического и общего 
естественнонаучного учебного цикла по дисциплине ЕН.01 «Математика» 
для 2 курса. В соответствии с учебным планом на практические отводится 20 
часов аудиторного времени.

Содержание практических работ позволяет сформировать следующие 
умения:

-  выполнять необходимые измерения и связанные с ними расчеты;
-  вычислять площади и объемы деталей строительных конструкций;
-  вычислять объемы земляных работ;
-  выбирать и применять математические методы для решения 

профессиональных задач;
В результате освоения дисциплины обучающийся должен знать:
-  основные понятия о математическом синтезе и анализе;
-  основные понятия дискретной математики;
-  основные понятия теории вероятности и математической статистики;
-  основные формулы для вычисления площадей фигур и объемов тел, 

используемых в строительстве;
-  роль и место математики в современном мире при освоении 

профессиональных дисциплин и в сфере профессиональной деятельности.
Практические занятия направлены на формирование учебных и 

профессиональных практических умений, они составляют важную часть 
теоретической и профессиональной практической подготовки студентов и 
способствуют формированию общих компетенций, включающих в себя 
способность:

ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной 
деятельности, применительно к различным контекстам;

ОК 02. Использовать современные средства поиска, анализа и 
интерпретации информации, и информационные технологии для выполнения 
задач профессиональной деятельности;

ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и 
личностное развитие, предпринимательскую деятельность в 
профессиональной сфере, использовать знания по финансовой грамотности в 
различных жизненных ситуациях;

ОК 04. Эффективно взаимодействовать и работать в коллективе и 
команде;

ОК 05. Осуществлять устную и письменную коммуникацию на 
государственном языке Российской Федерации с учетом особенностей 
социального и культурного контекста;

ОК 06. Проявлять гражданско-патриотическую позицию, 
демонстрировать осознанное поведение на основе традиционных
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общечеловеческих ценностей, в том числе с учетом гармонизации 
межнациональных и межрелигиозных отношений, применять стандарты 
антикоррупционного поведения;

ОК 08. Использовать средства физической культуры для сохранения и 
укрепления здоровья в процессе профессиональной деятельности и 
поддержания необходимого уровня физической подготовленности

Данное методическое пособие содержит лекционный и практический 
материал дисциплины «Математика» для студентов второго курса очной 
формы обучения по одиннадцати практическим работам следующих разделов 
математики: «Элементы аналитической геометрии», «Вычисление площадей 
и объемов», «Дифференциальное и интегральное исчисления», «Основы 
дискретной математики» и «Основы теории вероятностей и математической 
статистики».

В содержании каждой практической работы указывается цель работы, 
какие формируются знания и умения, порядок выполнения работы, 
теоретические сведения, примеры решения задач, вопросы для самоконтроля, 
варианты заданий для самостоятельного решения.

Практические работы необходимо выполнять в тетрадях для 
практических работ с указанием номера, темы, целей работы.

Критерий оценивания практических работ:
Отметка «5» ставиться, если:
-  работа выполнена полностью;
-  в логических рассуждениях и обосновании решения нет пробелов и 

ошибок;
-  в решении нет математических ошибок (возможна одна неточность, 

описка, не являющаяся следствием незнания или непонимания учебного 
материала).

Отметка «4» ставится, если:
-  выполнено 75-90% заданий;
-  либо работа выполнена полностью, но обоснования шагов решения 

недостаточны;
-  допущена одна ошибка или два-три недочета в выкладках, рисунках, 

чертежах или графиках (если эти виды работы не являются специальным 
объектом проверки).

Отметка «3» ставиться, если:
-  выполнено 60-75% заданий;
-  допущены более одной ошибки или более двух-трех недочетов в 

выкладках, чертежах или графиках, но учащийся владеет обязательными 
умениями по проверяемой теме.

Отметка «2» ставится, если:
-  выполнено менее 60% заданий;
-  допущены существенные ошибки, показавшие, что учащийся не 

владеет обязательными умениями по данной теме в полной мере.
Методическое пособие поможет студентам восполнить пробелы в 

знаниях, а преподавателям подготовиться к занятиям.
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1 Практическая работа №1 Векторы. Линейные операции над 
векторами. Определение расстояния между точками и 
координаты середины отрезка

Цель работы: сформировать умение выполнять необходимые
измерения, действия с векторами и связанные с ними расчеты.

При выполнении практической работы студенту необходимо:
знать:

-  определение вектора, модуль вектора, виды векторов;
-  линейные операции над векторами в пространстве;
-  условия перпендикулярности и коллинеарности векторов;
-  скалярного произведения векторов. 

уметь:
-  находить координаты вектора по заданным координатам точек;
-  находить вектор сумму, вектор разность, умножать вектор на число;
-  вычислять скалярное произведение векторов;
-  находить угол между векторами;
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:
Основные понятия:
Вектор -  это направленный отрезок.
Обозначение вектора: а или AB 
Способы задания вектора:
Координатный: a = (x ; y ; z ), где x, y, z -  координаты вектора в 

пространстве. —> -?
Базисный: a=x-i+yj+z-k, где i -  единичный (базисный) вектор на оси

Ox; f - единичный (базисный) вектор на оси Oy, k - единичный (базисный)
вектор на оси Oz. Причем, x, y, z -  координаты вектора в базисном

— >

пространстве и единичные векторы взаимно перпендикулярны i 1 j I k .  
Нахождение координат вектора:
Если даны две точки пространства A(x: ;y ;z :) и B(x2;y2;z2), то вектор 

AB имеет координаты AB=(x;y), где x=x2-x: ;y=y2- y ; z=z2-zb 
Нахождение длины (модуля) вектора:
Если дан вектор пространства a (x; y; z), то его длина вычисляется по

формуле |a| = ^ x 2 + y2 + z2.
Виды векторов:
-  Вектор, у которого конец и начало совпадают, называется нулевым и 

обозначается 0. Его длинна равна 0. Геометрически он представляется как 
точка.
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-  Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной 
прямой или на параллельных прямых. Грубо говоря, речь идет о
параллельных векторах. Обозначаются a||b.

-  Векторы называют сонаправленными, если они коллинеарны и
направленны в одном направлении. Обозначаются a ТТ b.

-  Векторы называются противоположно направленными, если они
коллинеарны и имеют разное направление. Обозначаются а Т! b.

-  Векторы называются равными, если они сонаравлены и их длины
равны. Обозначаются а = b.

Операции над векторами, заданными координатами в пространстве: 
Даны a(xa; ya; za) и Ь(хь; Уь; Zb)
а) сложение (сумма векторов -  это вектор)
c = а + b = (Ха + Хь;Уа + Уь  Za + Zb)

б) вычитание (разность векторов -  это вектор)
d = а -  b = (Xa -  Xb;ya -  Уь  Za -  Zb)
в) умножение вектора на число (произведение вектора и числа -  это вектор) 
m = k -a  = (k-Xa;k-ya;k-Za)
г) скалярное произведение векторов -  это число

а • b = Xa • Xb + ya • Уь + Za • Zb или a • b =

д) угол между векторами: cos(a; b) a-b
|a|-|b|

|a| • |b| • cos(a; b)
Xa -xb +ya -yb +Za 'Zb

x2a +y2a +z2£ x2b+y2b+z2b
Условия перпендикулярности и коллинеарности векторов:
Векторы перпендикулярны, если скалярное произведение равно нулю: 

XaXb + yayb + ZaZb = 0
Векторы параллельны (коллинеарные), если их координаты

xa ya zaпропорциональны: — = — = — = mxb yb zb
Если m > 0, то a ! !  b -  сонаправленные
Если m < 0, то а !Т b противоположнонаправленные 
Формулы координат середины отрезка:

y a+ УьX= xa +xb
;y = ; z = za+zb

2 2 2 
Формулы для нахождения координат центра тяжести треугольника

, ч xi +x2+x3 yi+y2+y3 zi+z2+z3(точки пересечения медиан): x = ---- ----- ; y = ------;---- ; Z =3 3 3
Формула для нахождения расстояния между точками 

A(Xi; yi; Zi) и B(X2 ; У2 ; Z2 ) : d = |AiB| = V ( x 2 -  xi ) 2 + (y2 -  У1 ) 2 + (z2 -  Z1 ) 2

Примеры:
1) Найти координаты вектора AB, если известны координаты точек 

A(-1; -2 ; 3) и B(4;5;2)
Решение: AB = (4 -  (-1 ); 5 -  (-2 ); 2 -  3) = (5; 7; -1 )
2) Даны векторы а = - Г -  2 | + 2k, b = Г + 2Г -  3k, c = 1 -  k, 

d = - 3  k. Вычислить их координаты и длину.
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Решение:
a = (-1 ; -2 ; 2), |a| = V (-1 )2 + ( - 2 ) 2 + 22 = V1 + 4 + 4 = V9 = 3 
b = (1; 2; -3 ) , |b| = V12 + 22 + ( - 3 ) 2 = V1 + 4 + 9 = Vl4
c = (1; 0; -1 ) , |c| = V12 + 02 + ( - 1 ) 2 = V1 + 0 + 1 = V2
d = (0; 0; -3 ) , |d| = V02 + 02 + ( - 3 ) 2 = V0 + 0 + 9 = V9 = 3
3) Даны векторы a = (4; -3 ; 1), b = (5; -2 ; -3 ) , C = (3; 0; 2).
Найти: а) вектор a + b; б) a + b -  C; в) 3a;
г) - a  + 2c; д) 2a + 3b -  2C;
е) скалярное произведение векторов a и b;
ж) угол между векторами a и C.
Решение:
а) вектор a + b = (4 + 5; - 3  + (-2 ); 1 + ( -3 ))  = (9; -5 ; -2 )
б) a + b -  C = (4 + 5 -  3 ;-3  + ( -2 )  -  0;1 + ( -3 )  -  2) = (6; -5 ; -4 )
в) 3a = (3 • 4; 3 • (-3 ); 3 • 1) = (12; -9 ; 3)
г) - a  + 2c = ( - 4  + 2 • 3; - ( - 3 )  + 2 • 0 ;-1  + 2 • 2) = (2;3; 3)
д) 2a + 3b -  2c = (2 • 4 + 3 • 5 -  2 • 3; 2 • ( -3 )  + 3 • ( -2 )  -  2 • 3;2 • 1 + 

3 • ( - 3 ) -  2 • 2 = (17; -18 ; -1 1 )
е) a • b = 4 • 5 + ( -3 )  • ( -2 )  + 1 • ( -3 )  = 20 + 6 - 3  = 23
ж) cos a  = cos(a; c) Xa 'Xc+ya -yc+Za 'Zc

x2a +y2a +z2a - x2 c+y2c+z2c

4-3 + (-3)-0 + 1-2 
V42 + (-3)2 + 12-V32+02+22

14
V26-V13

14
13V2 > a = arccos 14

13V2

Контрольные вопросы:
-  Как найти сумму векторов заданных координатами?
-  Как найти разность векторов заданных координатами?
-  Как найти произведение вектора на число?
-  Как вычислить координаты середины отрезка?
-  Как вычислить координаты вектора?
-  Как найти длину вектора?
-  Какое условие равенства двух векторов?
-  Что такое скалярное произведение векторов?
-  Как найти косинус угла между векторами?
-  Условие коллинеарности векторов.
-  Как проверить перпендикулярность векторов, заданных 

координатами?

Задания для самостоятельной работы:

1 вариант
1. Даны координаты точек:

A(1; -4 ; -2 ) , B(-2; 0; -2 ) , C(2; 0; -2 ) , D(-2; -3 ; -1 )
а) Вычислить координаты вектора р = BA + CD
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б) Найти координаты точки М -  середины отрезка АВ
в) Определить расстояние между точками А и В

2. Вычислить длину вектора р = a + 3b , если известно разложение 
векторов по базису: a = —j  + k , b = 6j + 2j + 4k

3. Найти косинус угла между векторами AB и (CD , если даны точки 
A(—2; —4; —1), B(3; —1; —3), C(—1; 0; —4), D(—1; 3; 0)

4. Найти скалярное произведение векторов a = —2j — 3k , 
b = —3j + 6j — 2k

2 вариант
1. Даны координаты точек:

A(1; —4; —2), B(—2; 0; —2), C(2; 0; —2), D(-2; —3; —1)
а) Вычислить координаты вектора р = АВ + АС
б) Найти координаты точки М -  середины отрезка CD
в) Определить расстояние между точками А и D

2. Вычислить длину вектора р = 2a — b , если известно разложение 
векторов по базису: a = —j  + j  + k , b = 3j + 2j + 5k

3. Найти косинус угла между векторами ВС и AD , если даны точки 
A(—2; —4; —1), B(3; —1; —3), С(—1; 0; —4), D(—1; 3; 0)

4. Найти скалярное произведение векторов a = 2 j  — 5 j  + 4k , 
b = — j  + 2 j  + 7k
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2 Практическая работа №2 Определение взаимного расположения 
прямых и угла между ними, расстояние от точки до прямой

Цель работы: уметь составлять уравнения прямых на плоскости и 
выполнять их построение, знать вид уравнений прямых на плоскости и в 
пространстве.

При выполнении практической работы студенту необходимо:
знать:

-  виды уравнений прямых на плоскости и в пространстве;
-  уравнение с угловым коэффициентом, общее уравнение, 

каноническое и параметрическое, уравнения в отрезках. 
уметь:

-  определять взаимное расположение прямых и угла между ними;
-  вычислять расстояние от точки до прямой;
-  выполнять построение прямых, составлять уравнения прямых. 
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:
Таблица 1 -  Виды уравнения прямой, взаимное расположение прямых

Общее уравнение прямой и его 
частные случаи.

Уравнение прямой с угловым 
коэффициентом.

Уравнение первой степени 
относительно переменных x и у 
вида

Ax + By + C = 0 
Называется уравнением общего 
вида. Причем коэффициенты А и В 
одновременно не равны нулю.

Выразив из уравнения общего вида у 
через х, получим уравнение прямой с 
угловым коэффициентом

y = kx + b,
B Cгде k = - - , b = -A

k = tga -  угловой коэффициент прямой, a -  
угол наклона прямой к оси Ох, b -  ордината 
точки пересечения прямой с осью Oy. 
k = —, где XA, yA -  координаты точки А £XA
прямой

Частные случаи: Частные случаи:
Значения
коэффициент
ов

Вид
уравнени
я

Положение
прямой

Значение 
угла a и 
коэффициентов

Вид
уравнени
я

Положение
прямой

С = 0,
A А 0, B А 0

Ax + By 
= 0

Проходит
через
начало
координат

b = 0, k А 0, 
a £ (00; 900) 
U (900; 1800)

y = kx Проходит 
через начало 
координат

b А 0, k = 0, 
a = 0

y = b Параллельна 
оси ОхA = 0,

C А 0, B А 0
By+ C 
= 0 
y= b

Параллель 
на оси Ох k

— не существует
x = a Параллельна 

оси Оу,

10



B = 0,
A * 0, C * 0

Ax + C 
= 0 
x = a

Параллель 
на оси Oy

р II о о о перпендикуляр 
на оси Ох

b = 0, k = 0, 
а = 0

о' о
II 

II
со ^ Совпадает с 

осью OxA = С = 0, 
B * 0

o' 0
II 

II
CQ Совпадает 

с осью Ox b = 0, а = 900, 
k — не сущ 
— ет

Ax = 0,
x = 0

Совпадает с 
осью OyB = С = 0, 

A * 0
Ax = 0,
x = 0

Совпадает 
с осью Oy

Векторное уравнение прямой.
Уравнение прямой 1, проходящей через точку M0(x0, y0) с заданным 
нормальным вектором n = (a, b), имеет вид a(x — x0) + b(y — y0) = 0 и

называется векторным.
Нормальным называется вектор П с координатами 
(a, b), который перпендикулярен прямой 1, 
заданной уравнением Ax + By + C = 0 в 
декартовой системе координат.
Векторное уравнение получается в результате 
скалярного произведения двух векторов П и M0M, 
где M(x, у) -  произвольная точка прямой 1, отлична

от точки M0.
Так как П 1 M0M, то их скалярное произведение равно нулю.

Каноническое уравнение прямой.
Уравнение прямой 1, проходящей через точку M0(x0, у0) с заданным

x-Xo y-yoнаправляющим вектором q = (m, n), имеет вид ■ - = - и называется
каноническим.
Направляющим называется вектор q с координатами (m, n), который 
коллинеарный (параллельный) прямой 1.
Каноническое уравнение получается в результате условия коллинеарности 
двух векторов n и M0M, где M(x, у) -  произвольная точка прямой 1, отлична 
от точки M0 (равенство отношений координат векторов q = (m, n) и 
MpM = ( x - x 0, y - y 0).______________________________________________
Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки.
Пусть на плоскости заданы две точки Mx(xx, ух) и M2(x2, у2), тогда

X-x1 y-y1уравнение прямой проходящей через эти точки имеет вид: — = —, гдеx2-x1 y2-y1
^ _  У2-У1 

x2-xi
Уравнение прямой в отрезках на осях.
Если прямая проходит через две точки M(a, 0) и N(0, b), лежащие на осях

x , укоординат, то ее уравнение имеет вид: + = 1

Взаимосвязь между двумя прямыми.
Заданными в общем виде Заданными с угловым
Axx + Bxy + Cx = 0 и коэффициентом
A2x + B2y + C2 = 0 y = kxx + bx и y = k2 x + b2
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Условие параллельности.
A1 B1
A2 B2_____________

*
г II *
г

К
)

Условие перпендикулярности.
Ai • A2 + Bi • B2 = 0 1

k1 • k2 = —1, k2
Угол между прямыми.

A1A2 + B1B2 k2 k1^  —

4
A12 + B12 A2 2 + B2 2

‘8Ф 1 + k,k2

Нахождение точки пересечения двух непараллельных прямых через решение
системы.

A1x + B1y + C1 = 0

A2 X + В2 У + C2 = 0

у = kiX + bi 

у = k2 x + b2

Расстояние от точки до прямой.
Если задана точка M(x0, у0), то расстояние до прямой Ax + By + C = 0

|Axo+Byo + C|определяется по формуле d = - -

Примеры:

1) Проверить принадлежат ли точки A(3; 14), B(4; 13), C(-3; 0), D(0; 7) 
прямой 7x — 3y + 21 = 0

Решение: если при подстановке координат точки уравнение обращается 
в верное равенство, то эта точка принадлежит прямой.

Подставим вместо x и у в уравнение 7x — 3y + 21 = 0 координаты 
точки A(3; 14), получим тождество 7 -3  — 3-14  + 21 = 21 — 42 + 21 = 0 
верное, следовательно точка A(3; 14) принадлежит прямой. Аналогично 
поступим с точками B, C, D. При подстановке B(4; 13) -  тождество 7 • 4 — 3 • 
13 + 21 = 28 — 39 + 21 = 1 0 ^ 0  неверно, следовательно точка B не 
принадлежит прямой. При подстановке C(—3; 0), получим тождество 
7 • (—3) — 3 • 0 + 21 = —21 — 0 + 21 = 0 верное, значит точка C 
принадлежит прямой. При подстановке D(0; 7), получим тождество 7 • 0 — 3 • 
7 + 21 = 0 — 21 + 21 = 0 верное, следовательно точка D принадлежит 
прямой.

2) Построить прямую 3x + 4у — 12 = 0
Решение: для построения прямой найдем координаты точек

пересечения с осями Ох и Оу.
С осью Ox : у = 0, получим 3х + 4 • 0 — 12 = 0 =>

123х = 12 =>  x = = 4 . Точка A(4; 0).
С осью Oy: x = 0, получим 3 • 0 + 4у — 12 = 0 =>
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4y = 12 = >  x = = 3 . Точка B(0; 3).
Проведем прямую через точки A(4; 0) и B(0; 3).

3) Построить прямые: а) x = 3; x = -2 ; x = 0; б) y = 4; y = -1 ; y = 0.
Решение: а) x = 3;x = - 2  -  прямые параллельные оси Oy и 

проходящие через точки х = 3;х = — 2 на оси Ох. А прямая 
х = 0 является осью Оу.

б) у = 4;у = — 1 -  прямые параллельные оси Ох и 
проходящие через точки у = 4; у = —1 на оси Оу. А прямая 
у = 0 является осью Ох. -

4) Прямая, параллельная оси Ox, проходит через точку (-2 ; 2). 
Составить уравнение этой прямой.

Решение: Уравнение прямой, параллельной Ox, имеет вид y = b. 
Ордината точки, через которую проходит искомая прямая, равна 2.

Значит уравнение прямой y = 2 или y — 2 = 0.

5) Составить уравнение прямой, проходящей через точку M0(3 ;—5) и 
перпендикулярной вектору n = (4; 2).

Решение: В данном задании необходимо векторное уравнение прямой 
a(x -  xo) + b (y -  yo) = 0

Подставим в это уравнение координаты точки М0 и вектора П
4(x -  3) + 2(y -  ( -5 ) )  = 0, раскроем скобки 4x -  12 + 2y + 10 = 0, 

сократим на 2 и приведем уравнение прямой к общему виду 2x + y - 1 = 0 -  
искомое уравнение.

6) Составить уравнение прямой, проходящей через начало координат и 
точку M(2; 3).

Решение: Начало координат -  это точка 0(0,0).
1 способ решения -  составим уравнение прямой, проходящей через две 

заданные точки 0(0,0) и М(2,3) Х_0 = У_0. Получим уравнение X = У.
Приведем его к общему виду (умножим на 6 обе части уравнения и 
перенесем все в левую часть)

3x = 2y, 3x -  2y = 0 -  искомое уравнение.
2 способ решения -  вектор 0М = (2,3) коллинеарный искомой прямой. 

Применим каноническое уравнение прямой 1, проходящей через точку 
M0(x0, y0) с заданным направляющим вектором q = (m, n), имеет вид X—X0 =
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У-Уо
n В данном примере прямая проходит через начало координат, значит

х0 = 0, у0 = 0, q = OM = (2,3). Уравнение примет вид —0 = У-°. Упростим и2 3
приведем к общему виду: 3х — 2у = 0 -  искомое уравнение.

7) Даны координаты вершин треугольника A(—2; 4), B(4; 5), C(2; —3). 
Найти:
а) уравнения сторон треугольника;
б) уравнение высоты, проведенной из вершины А; длину этой 

высоты;
в) уравнение медианы ВМ;
г) уравнение средней линии, проведенной параллельно стороне ВС;
д) координаты центра тяжести треугольника; N—- ti В
внутренний угол А. А '
е) сделать чертеж треугольника и указанных линий. F

М
Решение:

'С
Построим треугольник в прямоугольной системе координат на 

плоскости
AF -  высота, перпендикулярная стороне ВС 
M, N -  середины сторон треугольника 
MN -  средняя линия треугольника
а) Для составления уравнений сторон треугольника используем

x-x1 y-y1уравнение прямой, проходящей через две данные точки:------= ------- .x2-x1 y2 у1
Для стороны АВ вместо х1 и у1 подставим координаты точки А, а

„  x-(-2) у-4вместо х2 и у2 подставим координаты точки В: :  ̂ ^  ^  F ~4

= у^4 => x + 2 = 6(y —4) => x + 2 = 6 y —24 => х —6y + 26 = 0 -
Преобразуем уравнение к общему виду прямой:
У-4

1
уравнение стороны АВ.

Для стороны АС вместо х1 и y1 подставим координаты точки А, а
„ x-(-2) у-4вместо х2 и у2 подставим координаты точки С: : 2 ^

Преобразуем уравнение к общему виду прямой:
x+2 = у^  => —7(х + 2) = 4(y — 4) => —7х — 14 = 4у — 16 =>У-4

-7
—7х — 4y + 2 = 0 => 7x + 4y — 2 = 0 -  уравнение стороны АС.
Для стороны ВС вместо х1 и y1 подставим координаты точки В, а

вместо х2 и y2 подставим координаты точки С: : x 4 _ у-5
2-4 -3-5

Преобразуем уравнение к общему виду прямой:
x̂  = y- 5 => —8(х — 4) = —2(y — 5) => 4(х —4) = y —5 =>У-5 _

-8
4х — 16 = y — 5 => 4х — y — 11 = 0 -  уравнение стороны ВС.
б) Для составления уравнения высоты AF, проведенной из вершины А 

используем векторное уравнение а(х — х0) + b(y — y0) = 0, где х0,у0 -
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координаты точки A (-2 ;4), а a, b -  координаты нормального 
(перпендикулярного) к высоте вектора n = 13 (С.

Найдем координаты вектора ВС по координатам его начала и конца:
ВС = (2 — 4; —3 — 5) = (-2 ; -8 ).
Получим уравнение: —2(x — (—2)) — 8(y — 4) = 0 =>
—2x — 4 — 8y + 32 = 0 => —2x —8 y + 2 8  = 0 => x + 4 y —14 = 0 -  

уравнение высоты AF.
Для нахождения длины высоты воспользуемся формулой расстояния от 

точки А до прямой ВС d = где А, В, С -  коэффициенты из
уравнения общего вида прямой ВС, а x0, y0 -  координаты точки A(—2; 4).

 ̂ = |4-(-2) + (-1)-4+(—11)| _ | 23| _ 23
У42 + (-1)2 Vl7 V1 7 .

в) для составления уравнения медианы ВМ необходимо найти 
координаты середины стороны АС, так как медиана делит противолежащую 
сторону пополам.

Хм = Л - 2 = - г -  = 0, Ум = Ул+Ус 4+(—3) = 0,52 2 ' м 2 2
Составим уравнение прямой ВМ проходящей через две данные точки

-—-1 y—y1— вместо х1 и у1 подставим координатыВ(4 ; 5) и М (0 ; 0,5): -2—-1 У2—У1 X—4 =>точки В, а вместо х2 и у2 подставим координаты точки М:
—4,5(x — 4) = —4(y — 5) => —4,5x + 18 = —4y + 20 =>
—4,5x + 4у — 2 = 0 => 4,5x — 4у + 2 = 0 -  уравнение медианы ВМ.

г) Средняя линия параллельна стороне ВС и проходит через середины 
сторон АС и АВ. Применим каноническое уравнение прямой, проходящей 
через точку M0(x0,y0) = М (0 ; 0,5) -  середина стороны АС с заданным 
направляющим вектором q = (m, n) = ВС(—2 ;—8), имеет вид -^-° = ^^у0
=> -—о = у-о,5 => —8(x —0) = —2 (y —0,5) => —8x = —2 y + 1  =>

—2 —8
8x — 2у + 1 = 0 -  уравнение средней линии.
д) координаты центра тяжести треугольника находятся в точке 

пересечения медиан, координаты которой находятся по формулам:
Хц.т.

X a + X b + X c

Уц.т. y A + y B + y C

3 3
Подставим в эти формулы координаты вершин треугольника:

-2+4+2 4 4+5—3 „ ^ /4Уцт. = —-— = 2 => (-; 2) -  координаты центраХц.т. 3 33 3
тяжести треугольника.

е) Внутренний угол А -  это угол между сторонами АВ и АС. Применим 
формулу:

А А _ - L R  R  _

где А1, В1 -  коэффициенты прямой АВ, а А2, В2 -cos ф = A1A2+B1B2
A i 2 +B i 2 J A 2 2 +B2 2

коэффициенты прямой АС => А1 = 1, В1 = —6, А2 = 7, В2 = 4 получам
1-7+(—6)-4 —17 —17cos ф = У12 + (—6)2У72+42 V37V65 => ф = arccos V37V65 1100
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Контрольные вопросы:
-  Уравнение общего вида имеет вид?
-  Записать уравнение прямой с угловым коэффициентом.
-  Записать уравнение прямой, параллельной оси Ox
-  Записать формулу векторного уравнения прямой.
-  Записать формулу канонического уравнения прямой.
-  Записать формулу уравнения прямой, проходящей через 2 заданные 

точки.
-  Как найти расстояние от точки до прямой?
-  Перечислить виды взаимного расположения прямых.

Задания для самостоятельной работы:

1 вариант
Даны координаты вершин треугольника A(-3; -2 ) , B(1; 5), C(8; -4 )  
Найти:
а) уравнение сторон треугольника;
б) уравнение высоты, проведенной из вершины В; длину этой высоты;
в) уравнение медианы АМ;
г) уравнение средней линии, проведенной параллельно стороне АВ;
д) косинус внутреннего угла А;
е) координаты центра тяжести треугольника.
Сделать чертеж треугольника и указанных линий. 2

2 вариант
Даны координаты вершин треугольника A(-1; -3 ) , B(3; 5), C(4; 0) 
Найти:
а) уравнение сторон треугольника;
б) уравнение высоты, проведенной из вершины В; длину этой высоты;
в) уравнение медианы СМ;
г) уравнение средней линии, проведенной параллельно стороне АС;
д) косинус внутреннего угла А;
е) координаты центра тяжести треугольника.
Сделать чертеж треугольника и указанных линий.
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3 Практическая работа №3 Расчет площадей строительных 
конструкций

Цель работы: сформировать умение решать задачи практической 
направленности методом математического моделирования для вычисления 
площади и объема деталей строительных конструкций, определения объема 
земельных работ.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  формулы для вычисления площади и объема разных геометрических 

фигур;
-  способы расчета объема земляных работ при отрывке котлована, 

объема обратной засыпки котлована.
Студент должен уметь:
-  соотносить геометрическую фигуру и детали строительных 

конструкций, котлованы для правильного выбора формул;
-  применять методы математического моделирования для решения

задач;
-  вычислять площади разных строительных конструкций;
-  вычислять объем земляных работ при отрывке котлована, объема 

обратной засыпки котлована.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:

Для решения прикладных задач применяется принцип математического 
моделирования, который состоит из трех этапов:

1 этап -  составление математической модели:
-  проанализировать условие задачи и определить раздел математики 

необходимый для решения данной задачи и величину, которую необходимо 
вычислить;

-  обозначить искомую величину за независимую переменную х и 
постараться выразить через эту переменную остальные величины;

-  исходя из условия задач, выразить искомую величину как функцию 
через х -  это и есть математическая модель.

2 этап -  работа с составленной моделью, т.е. решение математической 
задачи по определенному алгоритму.

3 этап -  интерпретация найденного решения («перевод» с языка 
математики в термины первоначальной задачи).

Для задач на вычисление площади и объема деталей строительных 
конструкций, определение объема земельных работ потребуются знания из 
геометрии (планиметрия и стереометрия): фигуры на плоскости и в 
пространстве; свойство площадей и объемов (площадь (объем) сложной
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фигуры равна сумме или разности площадей (объемов) простых фигур).
Основные формулы площадей и объемов, необходимые для решения 

задач представлены в Приложении А.

Примеры:
1) Необходимо оштукатурить стены и потолок гаража, размеры 

которого a X b X c = 3 X 4,3 X 2,3 м толщиной 15 мм. Ворота гаража имеют 
размеры 2,5 х 2,2 м.

а) найти объем необходимого материала;
б) во сколько обойдется оштукатуривание, 

если 1 м2 по ЕНИР стоит 102 руб.;
в) сколько времени потребуется, чтобы 

оштукатурить гараж, соблюдая норму времени 0,79 
ч на 1 м2.

Решение:
15 мм = 0, 015 м
Площадь боковой поверхности:
S6oK = 2(a + b)c = 2(3 + 4,3) • 2,3 = 33,58 м2;
Площадь потолка: SnoTMKa = a • b = 3 • 3,4 = 12,9 м2;
Площадь ворот: SB = a • b = 2,5 • 2,2 = 5,5 м2;
Рабочая поверхность: Spa6 = S6ok + Sno-голка -  Sb =
= 33,58 + 12,9 -  5,5 = 40,98 м2
Объем материала: VM = Spa6 • h = 40,98 • 0,015 = 0,6147 «  0,62 м3 
Расчет стоимости оштукатуривания: С = Spa6 • c = 40,98 • 102 =

4179,96 руб.
Расчет временных затрат: t  = 40,98 • 0,79 «  32,39 ч. -  это 32 ч. 23 мин. 

(Чтобы перевести 0,39 часа в минуты нужно 0,39 • 60 = 23,4 мин « 2 3  мин.) 
Ответ: а) потребуется 0,62 м3 материала.

б) обойдется в 4179,96 руб.
в) потребуется 32 ч. 23 мин.

2) Определить объем котлована, имеющего вид (смотрите рисунок).

Решение: нижняя и верхняя части котлована -  это прямоугольники, 
ширина и длина которых даны. Если предположить, что нижняя и верхняя 
части котлована одинаковы, то он будет являться прямоугольным 
параллелепипедом. Тогда объем котлована находится по формуле: V = abc,
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где a, b, c -  длина, ширина и высота параллелепипеда. Найдем длину и
а-+а- 4,3+6,3ширину как средние величины a = - - = =5,3;

b1 + b2 3,7+5,7b = 2 = 4,72
V = 5,3 • 4,7 • 2 = 49,82 «  50 м3 
Ответ: 50 м3

3) Определить объем обратной засыпки котлована, если внутри 
установлен фундамент в форме правильной призмы. Данные смотреть на 
рисунке, изображенном в разрезе.

Решение: Котлован -  это правильная усеченная пирамида, в основании 
которого квадрат.

Укотл = Эср ■ Н. Бср = (b-T b-) ■ (+Т-), где bp = Ip 

Sq,' = ( ^ j 18) ■ ( i ^ )  = 1,6 ■ 1,6 = 2,56 (м2)
Укотл. = Sср. ■ Н = 2,56 ■ 2 = 5,12 (м3).
Фундамент -  это правильная четырехугольная призма
Упризмы SC h
Уфунд. = 1 ■ 1 ■ 1,5 = 1,5 (м3)
У обр.засыпки Укотлов. — У фундамента
У обр.засыпки = 5,12 -  1,5 = 3,62 (м3) 
Ответ: 3,62 м3

4) Во что обойдется покраска конического шпиля здания, диаметр 
окружности основания которого 4V2. угол между образующими в осевом 
сечении р=90°, окраска 1 м2 по ЕНИР стоит 55 руб.

Решение:
Найдем площадь боковой поверхности конуса по формуле: S6oK = nRL, 

где R -  радиус основания, a L -  образующая конуса.
R =  f  = ±f  = 2\/2
По условию задачи образующая конуса является катетом в 

равнобедренном прямоугольником треугольнике с основанием 4v'2
L =  4 у  2 * $in{ 45) =  4
Подставляем найденные значения в формулу площади:
S6oK = nRL = п • 2V2 • 4 = 8V2n
S ~ 35.543, а стоимость покраски C ~ 35.543 * 55 ~ 1954.87 руб.
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5) Рабочий оштукатуривает вручную колонну улучшенной 
штукатуркой. Сколько времени ему потребуется, чтобы оштукатурить 
колонну высотой 6 м., диаметром 1 м., соблюдая норму времени 0,79 ч на 
1 м2.

Решение:
S = nDh = 3,14 • 1 • 6 «  18,84 м2 
t = 0,79 • 18,84 «  14,9 ч. «  14 ч. 54 мин.

6) Найти площадь поверхности детали, изображенной на рисунке (все 
двугранные углы прямые).

Решение. Данная деталь имеет форму многогранника, 
площадь поверхности которого равна разности площади 
поверхности прямоугольного параллелепипеда с ребрами 2, 3, 1 
и двух площадей прямоугольников со сторонами 2, 1:

2-2-3  + 2-2 -1 + 2 -3 -1  —2-2-1 =  12 + 6 =18. Р4

7) Найти объем детали, изображенной на рисунке (все двугранные углы 
прямые).

Решение: Деталь имеет форму многогранника, объем 
которого равен разности объемов параллелепипедов с ребрами 
+ 8, 6 и h 3 A \ V  = V i - V 2 = 1 -8-6 — 3 -4 5 .

Контрольные вопросы:
-  В чем заключается метод математического моделирования?
-  Как находится объем котлована?
-  Как находится объем обратной засыпки?
-  Записать формулу для вычисления площади поверхности крыши, 

имеющей форму конуса.
-  Формула площади поверхности и объема прямоугольного 

параллелепипеда имеет вид?.
-  Формула площади поверхности и объема цилиндра имеет вид?
-  Как перевести минуты в часы?
-  Какое свойство площадей применяется для нахождения площади 

поверхности сложной детали?

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
1) Необходимо оштукатурить стены и потолок гаража, размеры 

которого 5x3x2,5 (м) толщиной 15 мм. Ворота гаража 
имеют размеры 2х2,5 (м). Найти объем необходимого 
материала.
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2) Найти объем детали, изображенной на рисунке (все двугранные углы
многогранника прямые).

3) Сколько олифы потребуется для окраски внешней поверхности 100 
ведер, имеющих форму усеченного конуса с диаметром оснований 25 см и 
30см и образующей 27,5см, если на 1м2 требуется k=150 гр. олифы?

4) Рабочий оштукатуривает вручную колонну улучшенной 
штукатуркой. Сколько времени ему понадобится, чтобы оштукатурить 
колонну высотой 5 м, диаметром 1 м, соблюдая норму времени k=0,79ч на 1 
м2?

5) Найти площадь поверхности детали, изображенной на рисунке (все 
двугранные углы прямые)

6 ) Определить объем котлована (V = Зср H)

Вариант 2
1) Необходимо оштукатурить стены и потолок гаража, размеры 

которого 4,5x3x3 (м) толщиной 16 мм. Ворота гаража 
имеют размеры 2,5х2,3 (м). Найти объем
необходимого материала.

2) Найти объем детали, изображенной на
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рисунке (все двугранные углы многогранника прямые).

3) Во что обойдется окраска конического шпиля здания, диаметр 
окружности основания которого 6,6. Угол между образующими в осевом 
сечении 600, окраска 1 м2 по ЕНИР стоит 55 руб.

4) Рабочий оштукатуривает вручную колонну улучшенной 
штукатуркой. Сколько времени ему понадобится, чтобы оштукатурить 
колонну высотой 6 м, шириной 1 м, длиной 1,5 м, соблюдая норму времени 
k=0,79ч на 1 м2?

5) Найти объем детали, изображенной на рисунке (все двугранные углы 
прямые).
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4 Практическая работа №4 Вычисление пределов 
последовательностей и функций с применением различных 
методов

Цель работы: сформировать умение вычисления пределов функций. 
При выполнении практической работы студент должен знать:
-  определение числовой последовательности;
-  понятие предела последовательности и функции;
-  основные свойства пределов;
-  понятие замечательных пределов.
Студент должен уметь:
-  применять различные методы для вычисления пределов функций. 
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы. 

Теоретический материал:

Понятие числовой последовательности.
Последовательность -  это когда что-то расположено за чем-то. 

Например, последовательность действий, последовательность времен года.
Члены последовательности располагаются строго в определенном 

порядке. Каждому члену последовательности можно присвоить порядковый 
номер: 1, 2, ..., n. Пусть каждому натуральному значению n по некоторому 
правилу поставлено в соответствие действительное число xn. Тогда говорят, 
что задана числовая последовательность xi, Х2, ... Xn. При этом: 

xi -  называют первым членом последовательности; 
x2 -  вторым членом последовательности; 
х3 -  третьим членом последовательности;

xn -  энным или общим членом последовательности.
Обычно последовательность задается формулой общего члена, 

например, xn = 2n -  последовательность положительных четных чисел, 
заданных перечислением: 2, 4, 6, 8, ...

(-1)п+1Рассмотрим последовательность, заданную формулой xn = .
Зададим члены данной последовательности перечислением: 

л 1 1  1 1  1 1

' 2 '3 ' 4' 5' 6' 7
При бесконечном увеличении « п » члены последовательности будут 

бесконечно близко приближаться к нулю. Это и есть предел данной 
последовательности, который записывается следующим образом:

(-1)п+1limХ̂ Ю n = 0
Определение и виды предела числовой последовательности.
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Определение 1. Число а называется пределом последовательности Хп, 
если для любого £ > 0 все члены последовательности лежат в £ -окрестности 
(а — £, а + £) числа а, то есть найдется такое натуральное число, что при n > 
N будет выполняться неравенство: |xn — а| < £.

Последовательность может иметь только один предел.
Если последовательность имеет предел, то она называется сходящейся 

и пишут: lim xn = а. Говорят, что последовательность сходится к числу а.п̂ от
Если последовательность не имеет предела, то она -  расходящаяся. 
Определение 2. Последовательность называется бесконечно малой, 

если ее предел равен нулю: lim xn = 0.п̂ от
Определение 3. Последовательность называется бесконечно большой, 

если для любого М > 0 найдется такое натуральное число, что при n > N 
выполняется неравенство |an| > M. В этом случае пишут: lim ап = го.п̂ от

Если ап -  бесконечно большая последовательность, то 
1

последовательность---- бесконечно малая. И наоборот, если ап -  бесконечноan
малая последовательность, то последовательность---- бесконечно большая.an

Определение, виды, свойства и теоремы предела функции.
Определение 4. Число А называется пределом функции f(x), при x ^  а, 

если для любого числа £ > 0 можно указать такое б > 0, что для любого x ф 
а, удовлетворяющего неравенству 0 < |х — а| < б, выполняется неравенство: 
|f(x) — A| < £. В этом случае пишут lim f(x) = A

Виды:
-  если число А1 есть предел функции y = f(x) при х, стремящемся к а 

так, что х принимает только значения, меньше а, то А1 называется 
левосторонним пределом функции f(x) в точке а. Пишут: lim f(x) = A1;x^a-0

-  если число А2 есть предел функции y = f(x) при х, стремящемся к а 
так, что х принимает только значения, больше а, то А2 называется 
правосторонним пределом функции f(x) в точке а. Пишут: lim f(x) = A2;x^a+0

-  функция f(x) называется бесконечно малой при x ^  а, если: 
limf(x) = 0;x^a

-  функция f(x) называется бесконечно большой при x ^  а, если: 
lim f(x) = го (или lim f(x) = +го, или lim f(x) = —го);x^a x^a x^a

-  если f(x) бесконечно большая функция, то функция i

m
бесконечно малая;

-  если f(x) -  бесконечно малая, то функция —  -  бесконечно большая.
Свойства:
-  если функции f(x) и ф ^ )  -  бесконечно малые при x ^  а, то их сумма 

f(x) + ф ^ )  при x ^  а также является бесконечно малой;
-  если функции f(x) -  бесконечно малая при x ^  а, а F(x) ограниченная 

функция, то их произведение f(x) • F(x) есть функция бесконечно малая;
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-  если при x ^  а функции f(x) имеет конечный предел lim f(x) = A, а

ф(х) -  бесконечно большая, то: lim(f(x) + ф(х)) = то, limx^a
f(x)

x^a ф(х)

x^a
= 0;

-  если при x ^  а функции f(x) имеет конечный предел lim f(x) = A, а
f(x) x^a

ф(х) -  бесконечно малая, то: lim(f(x) + ф(х)) = A, lim ^r- = то.x^a x^a ф(x)
Теорема о пределах:
Теорема 1 lim(f(x) + ф(х)) = limf(x) + limф(x).x^a x^a x^a
Теорема 2 lim(f(x) • ф(х)) = lim f(x) • lim ф(х).x^a
Теорема 3 lim , 4x^a ф(x)

f(x) _  xima f(x)
x^a x^a

lim ф^)'
x ^ a

Теорема 4 lim(kf(x)) = k^ limf(x).x^av '  x^a
Теорема 5 lim fn(x) = An, lim /f (x )  = VAx^a x^a

Алгоритм вычисления пределов:______________
подставить число в функцию и вычислить

получено конечное полученна
число (предел неопределенно сть

вычеслен) (необъодимо ее раскрыть)

Неопределенность (0)
Разложить на множители 

(избавиться от множителя, 
который дает ноль)

го
Неопределенность (—)

Вынести за скобки в числителе 
и в знаменателе степень с 

высшим показателем
Первый замечательный предел

sinx „lim---- = 1x^0 x
Второй замечательный предел

1 1 lim (1 + - )x = e или lim(1 + t)t = ex r̂o x t^0

Примеры:
Вычислить пределы:
1) lim(5x3 -  6x2 + x -  5) = 5 • 23 -  6 • 22 + 2 -  5 = 13x^2
2) limx^2

x2-x+1
x-3

22-2+1
2-3
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53) lim-----= го, так как при x — 2 функция ф(х) = 4х — 8 бесконечноx—2 4x-8
малая, то по четвертому свойству 5 • lim ^

3x2 — 2x
4) lim 3x 2x

= 5 • го = го
3-02 — 2-0 /0\ x(3x—2) 3x—2—----- = I -)  = lim —------- = lim-----2-02 — 5-0 \0/ x—0 x(2x—5) x—0 2x—5

3-0—2 = 0,4 вx—0 2x2 —5x 2-02 — 5-0 Ч0У x—0 x(2x—5) x—0 2x—5 2-0—5
числителе и знаменателе вынесли общий множитель х за скобки

x2 — 5x+6 32 — 5-3+6 Ж (x—3)(x—2) x—2 3—2 15) lim— ------= — -----= (-) = lim  — — = lim—  = —  = -, дляx—3 3x2—9x 3-32—9-3 Ж x—3 3x(x—3) x—3 3x 3-3 9’
разложения на множители в знаменателе вынесли общий множитель 3х за 
скобки, а в числителе применили формулу разложения квадратного 
трехчлена на линейные множители: ax2 + bx + c = a(x — x1)(x — x2), где х1 и 
х2 -  корни квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0.

6) limx—0 V5—x—V5+x
0 _ /0\   ^ x-(V5—x+V5+x)

V5—0—V5+0 \0/ x—0 (V5—x—V5+x)-(V5—x+V5+x)
lim x-(V5—x+V5+x) _ j. x-(V5—x+V5+x) _ ^ x-(V5—x+V5+x) _= limx—0x—0 V5—x2—V5+x2 x—0 V5—x2—V5+x2 x—0 5—x—(5+x)

x-(V5—x+V5+x) (V5—x+V5+x) (V5—0+V5 + 0) 2V5 д/5
x—0 —2x x—0 —2 —2 —2

7) lim (x3 — 6x2 + 5x — 1) = го, так как при x — го первые три функцииx—от
не имеют предела, поэтому вынесем за скобку множитель x3 и получим 
lim x3( 1 — 6 + 4  — Л) = (lim x)3x—от x x2 x37 x—от
величины - , —,— при x — го бесконечно малые, т.е. их пределы равны 0.

lim ( l  — 6 + 5  — -1 ) = го • 1 = го,x—от V x x2 x3/

8) lim 2x+3
x—от 5x+1

4-2x2 + 39) limx—от
x

3x3 — 5

= (OT) = lim ,
\ ot/ x—otx(5 + - )

= (OT) = lim -
\ ot/  x—от x

x(2+3) 2+3
= lim —- =

2+
x—от 5+- 

x
2 3

2+0 2 Л -—̂ f = —  = -  = 0,4.5+— 5+0 5 '
V - 3(l—22+34) (l—22+4) 1 2+ 4V x2 xv   lim V x2 x4/   op2 oq4  4̂ 3 S \ = AAAAA

<4b —̂  x—OT
1—0 + 0 __ 1 _
0—0 0 = .

10) lim x4 f +3 = (OT) = lim7 x—от 3xS — 5 \от/ x—от

2 3

0—0 + 0 __ 0 _
3—0 3 =

x —OT x S ( 3 —xS)

'3 S = 3 S
( X I 1

x
 1

p  p 4

1 2 3 1 2 3

! x

|1Л 1 X 
+ Ico 1 x 1

__  oq — 3 +—s  oq3 oqs

x—от 3—4xS 3—
p s

11) lim(1 + 3)x = lim(1 + 4)3'3 = (lim ( l  + -lY )3 =x—от x x—от - x—от \ - /

12) lim(1 + 2x)x = lim(1 + 2 x)2x10 = (lim(1 + 2 x)2x)10 = e1
x—0 x—0 x—0

13) l i m ( ~ ) x = l i m ( ^ ) —x = lim(± + 1)—x = (lim ( l  + 1 )x)—1 =x—от 1+x x—от x x—от x x—от \ xz

\^10  _  «10

1 1e " = -e, .4 sin4x 4-sin 4x 4 sin4x 4 „ 414) lim----- = lim-------- = -  • lim------ = -  • 1 = -7 x—0 3x x—0 3-4x 3 x—0 4x 3 3
15) limx—0

sin3 2x , sm2x4 o sm2x4 o „ о  _= lim(----- )3 = (2 • lim------)3 = 23 • l 3 = 8x—0 2xx—0

x

3

oq

Sx
S

3e
S

3x
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Контрольные вопросы:
-  Дать определение предела функции.
-  Алгоритм вычисления пределов.
-  Чему равен предел бесконечно малой функции?
-  Чему равен предел бесконечно большой функции?

ту т  о-  Как раскрывается неопределенность —, -.
-  Перечислить замечательные пределы.

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1 
Вычислить предел:
1) lim(2x2 -  3x + 4) 2) lim —  3) lim^ - 8x+157x—2V J 7x—3 2x-6 7x—5 x2-25

5) lim (x2 — 5x + 6)x—от4) lim —x——от 2x2

6) limx—от
3x2-1
2x2-4x

Вариант 2 
Вычислить предел:
1) lim (x3 — x2 + 1)x——1

4) lim 2
x—от x—12

6) lim
x—ot

4x3-5x
1—3x3

7)
3x2-7x3 + 5x5lim —=— -----x—OT 6x7+2x2-4x

2) limx—0 3x2+2x

5) lim 2
x—от x2+3x

4

7) limx—от
3x5-1
2x2-4x

3) limx—2
x2+2x-8

x2-4
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5 Практическая работа №5 Вычисление производной

Цель работы: сформировать умение дифференцировать функции.
При выполнении практической работы студент должен знать:
-  понятие производной функции;
-  правила и формулы дифференцирования;
-  формулу для вычисления производной сложной функции.
Студент должен уметь:
-  вычислять производные простых и сложных функций по правилам и 

формулам дифференцирования.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы. 

Теоретический материал:

Определение: Производной функции называется предел отношения 
приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргумента 
стремится к нулю

y ( x )  = lim ^  = lim f ( x  + Ax)- f(x )
Ax ——0 Ax Ax — —0 Ax

Дифференцирование -  это операция нахождения производной 
функции.

'у
Пример: Найти производную функции y  = x  -  3 по определению. 
Решение: Будем искать производную по определению

У (x) = lim ^У = lim f(x  + Ax)- f (x)
Ax ——0 Ax Ax — —0 Ax

Получаем следующее выражение:
Ay (x + Ax)2 -  3 - ( x 2 -  з)

y (  x) = lim = lim =
Ax ——0 Ax Ax——0 Ax
x2 + 2x-A x  + (Ax)2 - 3 - x 2 + 3 2x-A x  + (Ax)2= lim = lim =

Ax ——0 Ax Ax ——0 Ax

= lim A  (2x + Ax) — lim (2x + Ax) = 2x + 0 = 2x .
Ax ——0 Ax Ax——0

Дифференцирование состоит из двух этапов:
-  применение правил дифференцирования;
-  применение формул дифференцирования.

Правила и формулы дифференцирования:
С -  const; u, v -  функции 
1. (С - u)= С - U
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2. (и ± v ± w ± ...)'= u'+v'±w'±...-для конечного числа слагаемых
3. (и ■ v) = и '-v + и ■ v '

4. U
У

и -v -  и ■ v

Таблица 2 - Таблица производных

1. (C )=  0 8. (ах )=  ах ■ ln a 13. (ctgх )=  . 2 
sin х

2. (х )=  1 9. (ех )= ех 14. (arcsin х )= , 1 =■
Л  — х2

3. (х")= П ■ х"—' ;

4 Г1 V - 1
у х )  х

10. (sin х )  = cos х 15. (arccosx )= — , 1
У  —  х2

'j\ х~1 и
м

^

11. (cosх )  = — sin х 16. (arctgx )=  —

6. (ln х) = 1 ;
х

7. (lg х )  = lg e ■1
х

12. (tgx) = 2 cos2 х 17. (arcctgx ) = --------
1 + х

Примеры:
1) У = 2х
Применяем правило: (C ■ U)' = C ■ U', получим: У = 2 ■ х  = 2 -1 = 2, т.к.

(х)' = 1.

2) У
x
2

Применяем правило: (C ■ U)' = C ■ U', получим: у ' 1  ■ X = I  1
2 2

1- ,  т.к.

(X)' = 1 .
3) у = —4х
Применяем правило: (C ■ U) ' = C ■ U ', получим: у  ' = —4 ■ х ' = —4 1 = —4, т.к.

(х) ' = 1.
4) у = 2х + 3
Применяем правило: (k ■ х + b) ' = к ■ х ' + b' = к ■ 1 + 0 = к , получим:

У = 2 ■ х’ + 3' = 2 ■ 1 + 0 = 2, т.к. (х)' = 1.
5) у = 3 — 5х
Применяем правило: (к ■ х + b) ' = к ■ х ' + b' = к ■ 1 + 0 = к , получим:

у  = 3 ' — 5 ■ х  + = 0 — 5 4 = —5, т.к. (х) ' = 1.
Аналогично:
6) у = 1 — х , получим: у ' = —1.

7) у = х 2
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По формуле y  = (xn)  = n ■ xn1, получим: y  = 2 • x21 = 2x.?
Аналогично:
8) y = x3 , получим: y  = 3 ■ x31 = 3x2.
9) y = x9 , получим: y  = 9 ■ x9-1 = 9x8.
10) y = 5x4 -  2x3 + x2 -  4x +1
По правилу (u + v + w + ...)'= u'+У+w'+..., получим:

У  = 5(x4 ) -  2(x3 ) + (x2 ) -  4(x) + (1)  = 20x3 -  6x2 + 2x -  4.
11) y = (x3 - 1)-(2 -  x2)
Применяем правило: (u ■ v) = u ' ■v + u ■ v ', получим: 

y ' = (x3 - 1) ■ ( 2  - x2)+ (x3 - 1) -(2 - x2)= 3x2 ■ (2 - x2)+(x3 - 1)-(- 2x) =
9  A= 6x -  5x + 2x.

12) y 7 x + 3 
3 -  7 x

Применяем правило: r u '''
V v )

u -v -  u ■ v
v

получим:

, _ (7x + 3 ) • ( 3  -  7x) -  (7x + 3)- ( 3  -  7x) _ 7-(3 -  7x) - (7 x + 3)-(- 7)
y =

(3 -  7 x )2 (3 -  7 x )2
42

(3 -  7 x )2

Производная сложной функции:
Пусть дана сложная функция y=g(u), где u=f(x).
Теорема 1. Если функция u=f(x) дифференцируема в некоторой точке х, 

а функция y=g(u) определена на множестве значений функции f(x) и 
дифференцируема в точке u=f(x), то сложная функция y=g(f(x)) в данной 
точке x имеет производную, которая находится по формуле:

Ух = g'(u) • f'(x) или yX = y'u • u'x или f'(u(x)) = f'(u) • u'(x)

Примеры:
1) Найти производную функции y = ( x 3 -  5x + 7)9
Данная функция является сложной степенной функцией y= u9 , где 
u = x3 — 5x + 7. Поэтому получим:
у' = ((x3 — 5x + 7)9)' = 9(x3 — 5x + 7)8 • (x3 — 5x + 7)' =
= 9(x3 — 5x + 7)8 • (3x2 — 5)
2) Найти производную функции у = ^/(5 + 3x — 2x2)2
Эта функция также является сложной степенной функцией, а именно 

2 2 
у = u3 , где u=5 + 3x — 2x2. Поэтому у' = ((5 + 3x — 2x2)3)' =
= 2 (5 + 3x — 2x2)~  • ( 5 + 3x — 2x2)' = 32(3 4——3 v J v J 3V5+3x-2x2
3) Найти производную функции y = ( x 3 — 2x2 + 5)3
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у' = ((x3 — 2x2 + 5)3)' = (u3)' • u' = 3u2 • u' =
= 3(x3 — 2x2 + 5)2 • (x3 — 2x2 + 5)' =
3(x3 — 2x2 + 5)2 • (3x2 — 2 • 2X1 + 0) = 3(x3 — 2x2 + 5)2 • (3x2 — 4x) 
2) Найти производную функции у = Vx2 — 4x + 6 
Пусть u = x2 — 4x + 6, тогда

y' =  Vu' v = 2VS-u' = 2Vx2-4x+6 (x2 — 4x + 6)'1 2x-4
2Vx2-4x+6

3) Найти производную функции у = ln 3x
Пусть u = 3x, тогда у' = (ln u)' • u' = 1 • u' = — • (3x)' = — = 1
4) Найти производную функции у = ln(2x2 — 3)
Пусть u = 2x2 — 3, тогда у' = (lnu)' • u' = 1 • u' = 1 • (2x2 — 3)' =

2-2x-0 4x
2x2-3 2x2-3

5) Найти производную функции у = e-x , пусть u = —x2, тогда 
у' = (eu)' • u' = eu • u' = e-x2 • (—x2)' = e-x2 • (—2x) = —2xe-x2
6) Найти производную функции у = 3lnx
Пусть u = lnx, тогда у' = (3u)' • u' = 3u ln 3 • u' = 3lnx ln 3 • (lnx)' = 

= 3lnxln 3 ^ (1) = ^ n3x x
7) Найти производную функции у = cos x3 
Пусть u = x3, тогда
у' = (cos u)' • u' = — sinu • u' = — sinx3 • (x3)' = — sinx3 • 3x2

Контрольные вопросы:
-  Дать определение производной.
-  Что такое дифференцирование функции?
-  Перечислить правила дифференцирования.
-  Привести пример сложной функции.
-  Записать формулу вычисления производной сложной функции. 

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
Найти производные функции: 
1) у = 7x7 + 13x3 + 18 
3) у = x(x + 2)

Л x+1
5) ^ x - x
7) у = cos 5x 

9) у = (8x + 4)3 

11) у = (3 — 2x)-3 + 
13) у = e12x

i
(x+4)3

2) у =  |  + ?  +  ^
4) у = (x + 5)(x2 + 7)
6) у = x

2x+1
8) у = 3 s in-

2
10) у = (3=4x52
12) у = 2 sin(3x — П)

14) у = logs(x2 5)
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Вариант 2
Найти производные функции: 
1) y = 6x6 + 5x5 + 78
3) y = x(x + 3)

x5) У = -----7 J 3x-1
7) y = tg4x 

9) y = ( 3 x + 5 ) 4

11) y = (5x + 4)-4 + (X + 8)2 
15) y = 9x3

2) y = X + 4  + 2Vx4 x2
4) y = (x —1)(x2 + 4)
6) y = x+5 

x2 + 1

8) y = 1 c o sf2
10) y = (2X+4)3
14) y = 7 co s(n -3 x )
16) y = ln(x4 — 6x)
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6 Практическая работа №6 Приложение производной функции

Цель работы: сформировать умение исследовать функцию с помощью 
производной и выполнять построение графика функции.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  формулы уравнения касательной и нормали;
-  определение экстремумов функции, наибольшего и наименьшего 

значений функции на заданном отрезке.
Студент должен уметь:
-  исследовать функцию с помощью производной;
-  выполнять построение графика функции, применяя данные 

исследования.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы. 

Теоретический материал:

Г еометрический смысл производной:
Производная равна угловому коэффициенту касательной к графику 

функции в точке xq: k = tg а  = f'(x0), где а  -  угол наклона касательной.

Алгоритм, составления уравнения касательной и нормали к графику 
функции:

-  найти производную функции;
-  вычислить значение производной в точке касания х0 (f'(x0));
-  вычислить значение функции в точке касания х0 (f(x0));
-  подставить все найденные значения в формулу:
y = f'(x0)(x — x0) + f(x0) -  уравнение касательной;
y = (x — x0) + f(x0) -  уравнение нормали.f (x0)
Приложение производной к исследованию функции:
Исследование на монотонность.
Функция y = f(x) возрастает (убывает) на интервале (a , b), если для 

любых x1;x2 £ (a,b) и xx < х2 следует неравенство f(xx) < f(x2) (f(xx) >
f(x2)).

Если функция y = f(x) дифференцируема на (a,b) и f'(x) > 0 (f'(x) <
0) для любого x £ (a, b), то функция y = f(x) возрастает (убывает) на данном
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интервале.
Нахождение точек экстремумов (экстремумов) функции.
Значение f(x0) называется локальным максимумом (минимумом) 

функции y = f(x), если при любом достаточно малом б выполняется условие 
f(x0) > f(x) ((x0) < f(x)) для любого x £ (x0 -  б;х0 + б). Точка x0 
называется точкой максимума (минимума) функции.

Локальные максимумы и минимумы функции называются 
экстремумами функции, а точки максимума или минимума -  точками 
экстремума.

Теорема (необходимое условие локального экстремума). Если функция 
y = f(x) имеет в точке х0 локальный экстремум, то производная f'(x) 
обращается в нуль или не существует.

Точки, в которых f'(x) = 0 или f'(x) не существует, называются 
критическими. Экстремум в таких точках может быть, а может не быть.

Теорема (первое достаточное условие экстремума). Пусть х0 -  
критическая точка функции y = f(x); если при переходе через точку х0 -  
слева направо производная f ' (x) меняет знак с плюса на минус (с минуса на 
плюс), то функция f(x) в точке х0 имеет локальный максимум (локальный 
минимум); если же производная f'(x) не меняет знака в б-окрестности точки 
х0, то данная функция не имеет в точке х0 локального экстремума.

Теорема (второе достаточное условие экстремума). Пусть f'(x0) = 0 и 
f"(x0) ф 0, тогда функции y = f(x) в х0 имеет экстремум, причем х0 -  точка 
локального максимума (минимума), если f"(x0) < 0 (f"(x0) > 0).

Нахождение наибольшего, наименьшего значений функции.
Алгоритм нахождения наибольшего или наименьшего значения 

функции y = f(x) на отрезке [a, b]:
-  найти производную функции;
-  приравнять ее к нули (найти критические точки);
-  найти значение функции на концах отрезка [a; b] и в критических 

точках, принадлежащих отрезку;
-  выбрать наибольшее или наименьшее значение.
Исследование на точки перегиба, выпуклость вверх и вниз с помощью 

второй производной.
График функции y = f(x) имеет на интервале (a, b) выпуклость вверх 

(вниз), если на этом интервале график расположен не выше (не ниже) 
касательной к графику функции, проведенной в любой точке этого 
интервала.

34



Теорема (достаточное условие выпуклости вверх (вниз)). Если функция 
y = f(x) в каждой точке интервала (a, b) имеет f ''(x0) < 0 (f''(x0) > 0), то 
график функции имеет на интервале (a, b) выпуклость вверх (вниз).

Если в точке M(x0; f(x0)) графика функции y = f(x) выпуклость вверх 
меняется на выпуклость вниз или наоборот, то точка M(x0; f(x0)) называется 
точкой перегиба.

Теорема (необходимое условие точки перегиба). Если в точке 
M(x0; f(x0)) график функции y = f(x) имеет точку перегиба, а сама функция 
имеет непрерывную вторую производную, тогда f''(x) в точке х0 обращается 
в нуль, т.е. f"(x0) = 0.

Теорема (достаточное условие точки перегиба). Пусть функция y = f(x) 
имеет вторую производную в окрестности точки x0 и пусть в самой точке 
f ''(x0) = 0 или f"(x0) не существует. Тогда, если в указанной окрестности 
f ''(x0) имеет разные знаки слева и справа от точки x0, график функции имеет 
перегиб в точке M(x0; f(x0)).

Асимптоты графика функции.
Прямая линия L называется асимптотой графика функции y = f(x), 

если расстояние от точки M(x, y), лежащей на кривой, до прямой L стремится 
к нулю при неограниченном удалении этой точки от начала координат (т.е. 
при стремлении хотя бы одной из координат точки к бесконечности).

Существуют вертикальные, горизонтальные и наклонные асимптоты.
Если lim f(x) = ±го, то прямая x = а является вертикальнойx^a

асимптотой.
Если lim f(x) = b или lim f(x) = b, то прямая y = b являетсяx^+ет x^—ro

горизонтальной асимптотой.
Прямая y = kx + b являются наклонной асимптотой, если существуют 

одновременно пределы:
k = lim — , b = lim (f(x) — kx) илиx^+ro x x^+ro
k = lim — ,b = lim (f(x) — kx)x^—ro x x^—ro

Алгоритм исследования функции с помощью производной для 
построения ее графика:

-  Найти область определения функции D(f)=D(y): значения х, при 
которых функция определена (например, дробная функция -  знаменатель не 
равен нулю; корень четной степени -  подкоренное выражение больше или 
равно нулю).

-  Определить является ли функция четной или нечетной.
-  Найти точки пересечения с осями координат (OX: у = 0, OY: х = 0) и 

промежутки знакопостоянства функции (у > 0, у < 0).
-  Найти точки экстремума (точки максимума, минимума) и промежутки 

монотонности функции (y' = 0 или неопределенна -  стационарные или 
критические точки (xmax -  производная меняет знак с «+» на «-»; xmin -  
производная меняет знак с «-» на «+»), y' > 0 -  функция возрастает, y' < 0 -
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функция убывает).
-  Определить промежутки выпуклости функции (найти вторую 

производную и у" = 0 -  точки перегиба, определить знаки на промежутках, 
если у" > 0, то график функции вогнут вниз, а если у" < 0,то вогнут вверх.

-  Найти асимптоты (если они есть) по формулам:
Вертикальные (если есть точки разрыва -  знаменатель дроби равен 

нулю) x = а, если lim f(x) = ±то
x ^ a

Горизонтальные у = b, если lim f(x) = b
х^от

f(x)
Наклонные у = kx + b, где k = lim —  b = lim (f(x) — kx)

х^от x х^от
-  Найти координаты дополнительных точек для точности построения 

графика.
-  Построить график в координатной плоскости.

Примеры:
1) Составить уравнение касательной и нормали к графику функции 

f(x) = x2 + 2 в точке х0 = 1.
Решение:
Найдем производную функции f ' (x) = (x2 + 2)' = 2x + 0 = 2x.
Вычислим значение функции и производной при x0 = 1: f(1) = 12 + 

2 = 3, f ' (1) = 2 -1  = 2. Подставим найденные значения в формулы 
касательной и нормали: у = 2(x — 1) + 3 = 2 x + 1  -  уравнение касательной;
у = ^  (x — 1) + 3 = — 1  x + 3 1  -  уравнение нормали.

2) Исследовать на монотонность и экстремум функцию:
а) f(x) = x2 — 8x + 12

Решение: f ' (x) = (x2 — 8x + 12)' = 2x — 8 -1  + 0 = 2x — 8 
f ' (x) = 0 => 2x — 8 = 0 => 2x = 8 => x = 8 ^  2 = 4

Функция возрастает на промежутке x £ [4; +то).
Функция убывает на промежутке x £ (—то; 4].
Точка экстремума (минимума): xmin = 4.
Экстремум функции (минимум):
ут т  = f(4) = 42 — 8 • 4 + 12 = 16 — 32 + 12 = —4

б) f(x) = x3 — 6x2 + 4
Решение: f'(x) = (x3 — 6x2 + 4)' = 3x2 — 6 • 2x + 0 = 3x2 — 12x. 
f'(x) = 0 => 3x2 — 12x = 0 =>  3x(x — 4) = 0

x = 0 или x — 4 = 0 
x = 0 или x = 4
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« + » « - » « + »/'С О

/СО max V
Точка максимума

4
 ̂ X min 

Точка минимума

*•x

Функция возрастает на промежутках x £ (-то; 0]; [4; +то). 
Функция убывает на промежутке x £ [0; 4].
Точки экстремума: точка максимума xmax = 0; 
точка минимума xmin = 4.
Экстремумы функции:

максимум ymax = f(0) = 03 - 6 ^ 0 2 + 4 = 0 -  0 + 4 = 4 
минимум ymin = f(4) = 43 — 6 • 42 + 4 = 64 — 96 + 4 = -2 8

3) Найти наибольшее, наименьшее значения функции 
y(x) = x3 -  1,5x2 -  6x + 1 на отрезке [-2 ; 0].

Решение:
Найдем производную функции: y'(x) = (x3)' -  1,5(x2)' -  6(x)' + 
+(1)' = 3x2 -  1,5 • 2x -  6 • 1 + 0 = 3x2 -  3x -  6 
Приравняем производную к нулю для нахождения критических 

точек: y'(x) = 0
3x2 -  3x -  6 = 0 разделим на 3
x2 - x - 2 = 0 и решим через дикрименант или по теореме Виета 

уравнение, получим корни: xx = - 1  £ [-2; 0]; x2 = 2 £ [-2; 0]
Получили две критические точки, одна из которых не принадлежит 

заданному отрезку
Найдем значение функции в критической точке, принадлежащей 

заданному отрезку и на концах отрезка:
y( 1) = ( - 1 ) 3 -  1,5 • ( - 1 ) 2 -  6 • ( -1 )  + 1 = 4,5 -M 
y(—2) = ( - 2 ) 3 -  1,5 • ( - 2 ) 2 -  6 • ( -2 )  + 1 = - 1  -m  
y(0) = 03 -  1,5 • 02 -  6 • 0 + 1 = 1
Выберем самое большое и самое маленькое значения функции 

(наибольшее и наименьшее). Запишем Ответ:
Наибольшее значение функции: M = max y(—1) = 4,5.

Наименьшее значение функции: m = min y (-2 ) = -1 .

4) Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции 
f(x) = 0,5x3 + 3x2 -  18x + 20.

Решение:
Найдем первую производную: f'(x) = (0,5x3 + 3x2 -  18x + 20)' =
= 0,5 • 3x2 + 3 • 2x -  18 • 1 + 0 = 1,5x2 + 6x -  18 
Найдем вторую производную: f''(x) = (1,5x2 + 6x -  18)' =
= 1,5 • 2x + 6 = 3x + 6
Найдем критическую точку, приравняв вторую производную к нулю:
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3x + 6 = 0 => x = -2 .
Исследуем знаки второй производной в окрестности критической

точки:

/" (* )

ЯЯ / X  - 2
При переходе через точку x = —2 вторая производная меняет свой 

знак следовательно x = —2 -  точка перегиба графика функции.
На промежутке x £ (—то; —2) вторая производная отрицательна, 

значит график функции выпуклый вверх, а на промежутке x £ (—2; +то) 
вторая производная положительна, значит график функции выпуклый вниз.

5) Найти асимптоты кривой у = х 3- 1  

' x + 2  .

Решение:
При x = —2 функция не определена, вычислим предел функции при

приближении x к числу -  2. Так как lim Iх—1
х^-2-ОЧ х+2

вертикальная асимптота.

= +то, то x = —2 -

/х3—1 /х3—1Так как lim I-----= +то и lim I------= +то, то горизонтальной
х ^ - о т ^  х+2 х ^ + о т ^  х+2 г

асимптоты нет.
Определим, существуют ли наклонные асимптоты:

lim 2 2
х ^ + о т  х

х3 -1
1 Х+2

х

х3 — 1
..... — - = lim

х ^ + о т  д | х 2 (х + 2 )  х ^ + о т
= lim

У

х 3 (1  “З)V Х3У   А*?. 1.
х 3 ( 1 +Х)

b  =  l i m  ( f ( x )  — k x )  =  l i m  ( Iх — 1 — x )  =  l i m  ^ х  ^ ■ х^ х + 2
х ^ + о т  х ^ + о т  \ \  х + 2  I х ^ + о т  У х+ 2

, .  V x3- 1 - V x 3 + 2 x 2 , .
=  l i m  -----------= = --------- =  l i m  ,_____ _

х ^ + о т  у х + 2  х ^ + о т  У х + 2 -(У х 3- 1 + У х 3 + 2 х 2)

<3- 1 - х 3 - 2 х 2

= lim
1 - 2 х 2

х ^ +от ^ х ( | 1 + 1 ) - ^ х 3 ( | 1 = Х3+ | т +
= lim х 1 ( ~ х 1 ~ 2 )

х - + о т х2( |1 + 1 ) .(  l i - J U  I1 +

= lim
х^+от

- - ^ - 2х2

1 + 1 (̂J 1 - x 3 + J 1 +X)

-О-2 _  -2 _  _ 1
У1 + О-(У1-О+У1+О) 2 .

Следовательно, прямая у = x — 1 -  наклонная асимптота при x ^ +то. 
Аналогично, определим у = —x + 1  -  наклонная асимптота

3- i

при x ^  — то, так как k = lim —  = lim
х ^ - о т  х  х ^ - о т  х

Х+2 = lim х 3—1

х ^ - о т  Л/ х 2 (х + 2 )

= lim —
х ^ -о т

У

х 3 (1 13)v Х3У __ __А= —1.
х 3 ( 1 +Х)

2
Х ХХ
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b = lim (f(x) — kx) = lim ( |x—1  + x) = lim 1 + x_Vx + 2
x—- ot x—- ot W  x + 2  } x—- ot vX + 2

V x3- l + V x 3 + 2 x 2= lim ------ = = ----- = lim x 3- 1 - x 3 - 2 x 2

x ———со Vx+2 x—- ot V x+ 2-(V x3- 1 - V x 3 + 2 x 2)

= lim - 1 - 2 x 2

x—- ot
= lim x 2 B ? ~ 2 )

x—-OT - x 2 ( j 1+ i ) - ( j 1 - ;x3+ j 1+ 2

lim - ^ 2 - 2x2 -0 -2

x—-^ _  L | 2  ̂ L 1 | 11 +2) -Vi+o-(Vi-o+Vi+o) - 2

Контрольные вопросы:
-  В чем заключается геометрический смысл производной.
-  Записать формулу уравнения касательной к графику функции.
-  Записать формулу уравнения нормали к графику функции.
-  Сформулировать алгоритм нахождения экстремумов функции.
-  Сформулировать алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего 

значений функции.
-  Как называется точка, в которой вторая производная равна нулю и 

меняет свой знак.
-  Алгоритм исследования функции с помощью производной для 

построения графика.

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
1) Написать уравнение касательной к функции: y = x2 + x + 1  в точке

xo = 1
2) Дана функция y = x3 — 3x2 — 24x + 72. Определить интервалы 

монотонности функции, точки экстремума и найти наибольшее и 
наименьшее значения функции на промежутке [ -  4; -  1].

3) Исследовать функцию средствами дифференциального исчисления и
построить ее график y = 2x

1 —x 2

Вариант 2
1) Написать уравнение касательной к функции: y = x — 3x2 в точке 
xo = 2

2) Дана функция y = 4x3 + 9x2 + 6x — 1. Определить интервалы 
монотонности функции, точки экстремума и найти наибольшее и 
наименьшее значения функции на промежутке [ -  2; -  0,8].

3) Исследовать функцию средствами дифференциального исчисления и
построить ее график у = (X +1)( X + 8)

X
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7 Практическая работа №7 Нахождение неопределенного 
интеграла

Цель работы: сформировать умение находить неопределенный
интеграл по формулам и правилам интегрирования.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  понятие первообразной и неопределенного интеграла;
-  свойства интегрирования, формулы табличных интегралов.
Студент должен уметь:
-  находить неопределенный интеграл по свойствам и формулам 

интегрирования.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:

Определение 1 Функция F(x) называется первообразной для функции 
f(x) на промежутке a < x < b, если в любой точке промежутка F(x) 
дифференцируема (то есть dF(x) = f(x) dx) и выполняется условие 
F'(x) = f(x) .

Опираясь на правила дифференцирования, имеем
(F(x) + C)' = f(x) + 0 = f(x), где С -  любая константа (число).
Отыскание первообразной функции по заданной ее производной или по 

дифференциалу есть действие, обратное дифференцированию -  
интегрирование.

Определение 2 Неопределенным интегралом от функции f(x) 
называется множество всех первообразных этой функции.

Неопределенный интеграл обозначается J f(x) dx и равен:
J f(x) dx = F(x) + C, где f(x) - подынтегральная функция;
f(x)dx -  подынтегральное выражение; C -  произвольная постоянная.
Свойства интеграла:
1) J  kf(x) dx = k J  f(x) dx, где k -  постоянная величина (числовой 

множитель).
2) J  (f(x) + g(x)) dx = J f(x) dx + /  g(x) dx
Таблица 3 -  Табличные интегралы
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,n+1
1) /  xn dx = x—  + C7 J n+1

/  dx = x + C
2) /  ex dx = ex + C

дХ
3) /  ax dx = ----- + C

4) / d -  = ln|x| + C
5) /  sin x dx = -cos x + C
6) /  cos x dx = sin x + C

7) / '
d x

8) /  - ^  = -c tg  x + C
9) J tgxdx = -  ln|cosx\ + C

10) J ctgxdx = l n |s in  x| + C

= tg x + C

11) /

12) /

d x  1 ,
—— т =  —  ln
x 2- a 2 2 a

d x

x - a

x + a
+C

=  ln x  +  V x 2 ±  a 2
V x 2± a 2

13) /  - ^ ^  = - arctg x  + C

14) / -=4 =  = arcsinx  + CJ V a2 - x 2 a

15) / — = lnJ s i n x

16) ^ d ^  =  in
c o s x

t g  2 |  +  C

t g ( f  +  n ) | + C

+C

1 7 )  /  V a 2 — x 2 d x  =

=  x  • V a 2 — x 2 +  —  a r c s i n x  +  C
2 __________  2 a

1 8 )  /  V x 2 ±  a 2 d x  =

=  x  • V x 2 ±  a 2 ±  —  l n  x  +  V x 2 ±  a 2 +C

c o s 2x

Интегрирование сложных функций:
Если функция зависит от линейной функции, то удобно применить

-|

формулу: /  f(kx + b)dx = -  F(kx + b) + C.
k

Для вычисления интеграла сложной функции универсальным способом 
является метод подстановки (введения новой переменной).

Примеры:
Вычислить неопределенный интеграл с помощью свойств и таблицы
1) /  5 dx = 5 /  dx = 5x + C

•y2 + 1 /rY3
2) /  6x1 2 dx = 6 /  x2 dx = 6 ------+ C = -----+ C = 2x3 + CJ J J 2 + 1  3

2+1 1+1
3) /  4(x2 — x + 3)dx = 4 ( /  x2 dx - /  xdx + 3 /  dx) = 4 ( ^ -  — + 3x)

4 x 3 о+C = —  — 2x2 + 12x + C
3

4) /  2(3x — 1)2 dx = /  2(9x2 — 2 • 3x • 1 + 12 )dx =
= /  (18x2 — 12x + 2)dx = 18 /  x2 dx — 12 /  xdx + 2 /  dx =

2+1 1+1
= 18-------12 —  + 2x + C =2+1 1+1
= 6x3 — 6x2 + 2x + C

1 8 x 3

3

1 2 x 2

2
+ 2x + C —

5 ) /  х3+з^+4х dx = /  (x3 + 3x2 + 4x) dx = /  (x2 + 3x + 4)dx =
Y3 v 2 v 3 qy2

/  x2 dx + 3 /  xdx + 4 / d x  = — +3 — +4x + C = — I----- +4x + CJ J J 3 2 3 2

6) /  x 4dx =
-4 + 1

^ ^  + C = —  + C = - - + C
- 4 + 1  - 3  3 x 3

1 _1+1 -
7) /  dx = /  x- 2dx = x 1 + C = + C = 2Vx + C

2+ 2v x

1
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8) f 3 dx — 3 f — —3 ln|x| + C
7 J x  J x

oX
9) f 2x dx = -- — + C’ J ln  2

10) / ^ !  — 5 / - ^  — 5tg x + C
^ c o s 2x  ^ c o s 2x

11) Ь т Ъ  = Ь ? ^  = ^ 1 пx 2 - 4
d x

x 2 - 2 2 2^2

2

x - 2

x + 2
+  C  =  1  l n

4

x - 2

x + 2
+ C

1 2 )  f  v U l  =  l n | x  +  V x 2  +  4 I +  C

1 3 )  f  - p =  =  f  , d *  =  a r c s m x  +  C
7 J V ^ - x 2 J V 32 - x 2 3

x + l
1 4 )  / v ; i dx = j ( v | f + v x , ) dx = / ( x 3 + - L )dx  =  / ( x i - 2 + x- 2 )dx  =

1 3
/  - 1  _ 3 \  - 1  - 3  x “ 2 + 1 x “ 2 + 1

=  / ( x  2 + x  2 )  d x  — /  x  2 d x  +  / x  2 d x =  ^  +  C  =

1 1

- I — \— i  +  C  — 2 x 2 — 2 x  2 +  C  — 2 V x  — p  +  C
vx

1 5 )  J  ( 2  -  x ) 2  dx  =  J  ̂ 4  -  2 x  +  x 2  j d x  =  4  • J  dx  -  2  • J  xdx  +  J  x 2 d x  =

2 3 3

=  4  x  -  2  • —  +  —  +  C  =  4  x  -  x 2  +  —  +  C  
2  3  3

В ы ч и с л и т ь  и н т е г р а л  с л о ж н о й  ф у н к ц и и

1 )  /  e 5x d x  — - e 5x +  C

2 )  f  s i n  -  d x  — —— c o s  -  +  C  — — 4  c o s  -  +  C7 J 4 1 4 44
-1

3 )  /  c o s ( 5 x  — 3 )  d x  — - s i n ( 5 x  — 3 )  +  C

В ы ч и с л и т ь  и н т е г р а л  с л о ж н ы х  ф у н к ц и й  м е т о д о м  п о д с т а н о в к и  

( в в е д е н и я  н о в о й  п е р е м е н н о й )

1) J (2x -10) dx
t = 2 x - 1 0  

dt = 2dx 
dtdx = —
2

= J t 5 • — = 1 J t 2 dt = - • - — + c =
J 2 2 J 2 6 12

1 t 6 (2x - 10)6
+ c

2) J dx
(3x + 2)4

= J (3x + 2) 4 dx =
t = 3x + 2 
dt = 3dx 

dtdx = —
3

г -4 dt 1c -4 1 t 1
t • — = -  t dt = --------+ c = -------

J 3 3 J 3 -  3 9t3
+ c =

1
9(3x + 2)3

■ + c

2 2
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3) |л/  7 -  2 xdx dt |
2 J" 2

1 \4 td t = -  1  ■ -4 t*  + c = -  (7 -  2x)39 j 2 3 3 + c

4) j 2 x  = 2 j (9 + x) 2dx 
J л/9 + x j

t = 9 + x 
dt = dx

t 2

= 2 j t “2 dt = 2 — + c = 44t + c = 4л19  3 1
2

1
5) J #  -  3x)dx = j (4 -  3x )5 dx

t = 4 -  3x 
dt = -3dx 

dtdx = -----
3

1  j  t 5 dt 1 t 5 5
--------- h c
3 6

5

-  — ̂ 7  + c 
18

—  5  (4 -  3x )6 
18 vv 7

6) j  xV 1 -  x2 dx

+ c

t = 1 -  x 2 
dt = - 2  xdx 

dt
x ^  = -----

2

2
1 jVtdt = - 1  ■ —  + c = - 1 V?3  + c = - +  c 
9 j 2 3  3 3 v ’

2

7) J
3x

3/ (5 h x 2)
dx =

8)  J I - ?  dx

t = 5 + x 2 
dt = 2 xdx 

dtxdx = — 
2

t = 1 -  x 2 
dt = - 2 xdx 
dt

3J-d r  = 3  JJ 2 ^  2 J

3 t 3 9
= — t 3 dt = --------  + c = — n_____v

Я1*4 2 J 2 - 1  2 ^ 5  + x2)
3

+ c

dt

J ^ ^  = - 1  J -  = -  1 ln|t + c = -  1 ln|1 -  x 2| + c 
J t 2 J t 2 11 2 1 1

Qs r xdx _ г xdx 
) J 1 + x 4 _ J 1 h (x 2 )2

t = x
dt = 2 xdx 

dtxdx = — 
2

dt
f T  1 1 2— = — arctgt + c = — arctgx + c 
J 1 + 12 2 ?

1 1

10) J — exdx

1
t = —

x
1dt = — -  ̂

x

= -d t
x

J et {-d t) = - e tJ {-dt) = - e t + c = - e x + c

1

6

3

1
4

1

1

43



11) I
arcsin2 xdx

л/Г-x

t = arcsin x

dt = 1 dx

12) L
dx

(1 + x2 )Jarctgx

13) |sinx cos7 xdx =

x
t = arctgx 

1dt =

3 • 3r 2 , t arcsin x
= 11 dt = — + c = ------------+ c

3 3

14) |

15) I

3cos xdx 
sin2 x

3sin xdx 
5 -  2 cos x

1 + x2 dx 
t = cos x 
dt = -  sin xdx 
sin xdx = -d t 

t = sin x 

dt = cos xdx

I & = 2^jt + c = 2 I arctgx 
J Vt

- J t 7 dt = - t  
J •>

+ c

7 t 8 cos8x
= -  t dt = ------ + c = ------------+ c

= 3 f ±  = 3 f , - 2  d, = 3 _
J t 2 J -1

8 

3t

8

3 3
+ c = ----- ь c = ----;----- ъ c

t sin x

t = 5 -  2 cos x 
dt = - 2  sin xdx 

dt
sin xdx = -----

2

3 dt 3 3
—  — = —  ln| t| + c = —  ln|5 -  2 cos x| + c 

I t2 2 2

16) f —j=dx 
J 3dx

t = 4x

dt = dx
2 V x

dx
4x

= 2dt

r t . 2- J — dt = — —7 + c  = -  e4* + c

r dx _ r dx _ r dx _ e dx
) J (x2 + 8x + 7) = J (x2 + 8x + 16) - 9 _J (x + 4)2 -  32 ~ J (x + 4)2 -  3

■ I  t
dt 1 ,

= — ln
2 -  32 6

dx

t -  3
t + 3

(x

+ c = 1  ln 
6

t = x + 4 

dt = dx
x + 4 -  3
x + 4 + 3

+ c = — ln 
6

x +1
+ c

18) J^ - ^ ----- = J^ — d x , J7— —
7 J (x 2 + 2x + 5) J (x2 + 2x + 1)+ 4 J (x +1)2 + 2
1 t 1 x +1

= — arctg — + c = — arctg-------+ c
2 2 2 2

x + 7 
t = x +1 

dt = dx 11
dt

2 + 22

19) | —2cosx sin xdx =
t = 2 cos x 
dt = - 2  sin xdx 

dt
sin xdx = -----

2

= e
7 dt'
v-  "2 .

U  1— e d t = —  
9 J 9

—  I efdt = - —et + c = —  e2cosx

20) | 3 cos xdx 
9 + sin2x

t = sin x 
dt = cos xdx 3J

dt 1  t sin x
_  = 3 • 3  arcg  3 + c = a rc g — + C

3 3

2
+c
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t — 2 x + 3

21) J xdx
л/ 2 x + 3

dt — 2dx

dx dt
2

t -  3x —----
2

t -  3 dt 
2 2
4t

1
4

r t — 3
J I

t2
dt 1 J t 2 dt4J

— — ■ 2 Vt3 — — ■ 2y[t + c —1 J  (2 x + 3)3 — — ̂ 2x + 3 + c 
4 3 4 6 vv 2

3-  Jt 2 dt
4 J

3-  Jt 2dt —4 J

Контрольные вопросы:
-  Сформулировать определение первообразной.
-  Записать формулу (определение) интеграла.
-  Перечислить свойства интегралов.
-  Как вычислить интеграл сложной функции, зависящей от линейного 

выражения.
-  Каким методом вычисляют интеграл сложной функции.

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
Вычислить интеграл:
1) J  ( 3 х 2 + 2 х  — 4 ) d x

3) J ( 5 * -  e * + 3 ) d x  

5) /  s i n  6 x  d x

7) J  

9) J

dx
л/2 — Зх 

xdx
cos2 x 2

2) J ( x  4 — 3 1 — V x 3) d x  

4) J 25+x2
6) J  ——  d xJ J 3x+7
8) J  e —x3+2x 2 d x  

10) J  s i n 3x  c o s  x d x

Вариант 2
Вычислить интеграл:
1) J ( 2 x 3 — 5 x 2 + 7 x  — 3) d x  

3) J ( 7 X — 2 e x + 5) d x  

5) J  c o s  5 x  d x

7) J
dx

sin2(3x—2)

9) J  s i n ( l n x )
dx
x

2) J ( 2 T-2 —

4) J v 3 b
6) J  ——z d x

8) J

4x—5
2

ex dx
x 2

7лТх3+ х  5) d x

10) J  2 sinx c o s  x d x
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8 Практическая работа №8 Приложение определенного интеграла

Цель работы: сформировать умение решать прикладные задачи с 
помощью приложения определенного интеграла.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  формулу Ньютона-Лейбница;
-  правила и формулы вычисления площадей плоских фигур, длины 

кривых, объема и площади поверхности тел, полученных вращением кривой 
трапеции.

Студент должен уметь:
-  вычислять определенные интегралы по формуле Ньютона-Лейбница;
-  находить площадь криволинейной трапеции, длины кривой, объема и 

площади поверхности тел, полученных вращением кривой трапеции с 
помощью определенного интеграла.

Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал: 
а) Вычисление определенного интеграла.

Рассмотрим функцию y=f(x), графиком которой является произвольная 
кривая. Она определена и непрерывна на [a; b\. Разобьем [a; b\ на n 
одинаковых отрезков. Фигуру АВСД назовем криволинейной трапецией. При 
указанном построении трапеция разбилась на несколько фигур, называемых 
также криволинейными трапециями. Представим их прямоугольниками: 
возьмем i- отрезок, тогда длина данного прямоугольника Ахг = у -  х ^ .
Выберем произвольную точку Ct е[хг х; у  \ и вычислим значение функции 
f  (C ) - ширина прямоугольника. Для вычисления площади прямоугольника 
нужно найти произведение его длины на ширину: S  = f  (Ci) •Axi . Тогда 
площадь всей криволинейной трапеции равна:

Sn f  (C ) • Ах + f  ( C 2) • Ах2 + f  (C3) -Ахз +... + f  (Cn) • AXn
n

^  f  (C) •Ахг - интегральная
i=1

сумма.
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Определение: Если предел lim ^  f  (Q ) -Ахг существует и не зависит
n  ^ х i = 1

от выбора точек Ci , то функция f(x) называется интегрируемой на [a; b\, а 
такой предел называется определенным интегралом от функции f(x) на [a; b\

n  b

и обозначается: lim ^  f  (Ci ) • Ax = J f  (x)dx - определенный интеграл, где a и
n  ̂ - X  - 1

i = 1 a

b -  нижний и верхний пределы интегрирования соответственно.
Основные свойства определенного интеграла:
1) Интеграл не зависит от обозначения переменной:

b b b
J f  (x)dx  = J f  (t )dt = J f  (z )dz
a a a
a

2) J  f  ( x ) d x  = 0
a

b

J C • dx = C • (b -  a )

Формула Ньютона-Лейбница: /  f ( x )  dx  = F(x)| = F(b) — F(a)
a Q.

Примеры:

1 ) J  x 2dx = x
0 ~ 0 
n  n

2  ̂ 3  3dx dx

33 03
= — -  — = 9 -  0 = 9 

3 3

2 J - 2  n  sin x n  sin x
3(- ctgx )

4
n
3

4

n
3
n
4

-3 ctg n  -  ctg n  = -  V3+3
V 3 4 J

n

3) J sin xdx = -  cosx|q = - (cosn -  cos0) = -  
0 3

4) = -3 • J ^ ,  = -3  - U

f 1  - 1] 
V 2 J

f -  -1  
l  2 J

1
2

о x 2 -  9
o 2 2

0  3 -  x 2 • 3
3 + x 1 1 (

ln
V

3 + 1 -  ln 3 + 01
3 -  x 0 2 3  - 1

01(X)

= - 1  3ln2 -  In 1) = - 1  ln2 -  0 = - 1 ln2 
2 v 2 2

2

5) J
5dx 2

0 V4 -  x2 = 5 J
dx . x= 5 • arcsin— 

2 „2 20 V2 - x

2 f
= 5 •

0

2 0arcsin—  arcsin—
V 2 2 j

a

33
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^ ж Л  5ж
V 2 "  U J 2

= 5 -(arcsin1 -  arcsinO)= 5 ■

4 4^  г dx 1 cdx 1 , ,4 1 л ,  , л  1 , ,6) I —  = — • I — = — • ln x 4 = — -(ln 4 -  ln 1) = — - ln4J 1 7v 1 1 v 1 1 7 V ' 7

б) Приложения определенного интеграла к вычислению площадей 
плоских фигур.

Варианты расположения фигуры и формулы вычисления ее площади:
1) Найдем площадь S криволинейной трапеции, ограниченной кривой 

у  = f ( x ) ,  осью Ох и двумя прямыми х  = а, х  = Ь, где а < х  < b , f ( x ) > 0 
(рис.1) S

Рисунок 1 -  Криволинейная трапеция 
Так как дифференциал переменной площади S есть площадь 

прямоугольника с основанием dx и высотой f(x), т.е. dS = f ( x ) d x ,  то, 
интегрируя это равенство в пределах от а до b, получим

S = j  f ( x ) d x

2) Если криволинейная трапеция прилегает к оси Oy так, что с < у  < d, 
х  — <р(у) > 0 (рис.2)

Рисунок 2 -  Криволинейная трапеция прилегает к оси Oy
то дифференциал переменной площади S равен dS = p (y )d y ,  откуда

d

s  = j  Ф(У) dy

3) В том случае, когда криволинейная трапеция, ограниченная кривой 
у  = f ( x ) ,  осью Ох и прямыми х  = а ,х  = Ь, где а < х  < b , f ( x )  < 0, то есть

а

с
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лежит под осью Ох (рис.З),

Рисунок 3 -  Криволинейная трапеция лежит под осью Ох 
то площадь находится по формуле

5 = J  \ f ( x ) \d x

4) Если фигура, ограниченная кривой у = f ( x ) ,  осью Ох и прямыми 
х = а, х  = Ь, расположена по обе стороны от оси Ох (рис.4),

Рисунок 4 - Криволинейная трапеция расположена по обе стороны от оси Ох 
то

с b

s  = J m d x + J \ f ( X)\dx

5) Если фигура S ограничена двумя пересекающимися кривыми 
У = f i  (х) и у = / 2 (х) и прямыми х = а ,х  = Ь, где а < х  < b , f 1 (х) < f 2 (х) 
(рис.5).

Рисунок 5 - Фигура S ограничена двумя пересекающимися кривыми
y  = f i ( x )  и у = /2(х)

Тогда ее площадь находится по формуле

S = J  (/2(х) fi(x')') dx

а

а с

а
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Примеры:
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

1) у = — х 2 + 4 и у  = 0 
Выполним построение фигуры:
у  = —х 2 + 4 -  парабола, а = —1 < 0 -  ветви параболы направлены 

вниз. График функции у = —х2 поднимаем вверх на 4 единицы.
Точки для параболы у = —х 2

x —2 —1 0 1 2
У —4 —1 0 —1 —4

у = 0 -  прямая, совпадающая с осью Ох.
Найдем точки пересечения функций:
—х 2 + 4  = 0 О  —х 2 = —4 О  х2 = 4 О  
х = +V4 = ±2  <=> а = —2, b = 2 
Фигура, ограничена кривой у = /(х )  = —х 2 + 4 и находится выше оси

Ох, значит применяем формулу для нахождения площади: S = /^  /(x )dx ,

S = /Д (—х 2 + 4)dx = — /Д  x 2dx + 4 /Д  dx = ( — у  + 4х)| =

= — 2 3  + 4 .2  — ( - 2 2 3
3

+ 4 • (—2) ) = — 8  + 8 — 8  + 8 = 16 — — = 102
3 3 3 3

Ответ: S = 10- ед2
3

2) у 2 = х и у > 0, х = 1, х = 4
Выполним построение фигуры у 2 = х. Выразим у = ±Ух . График 

состоит из двух частей у = Ух и у = —Ух -  парабола расположенная вдоль 
оси Ох. Так как у > 0 -  строим только у = Ух 

Точки для части параболы у = Ух
x 0 1 4 9
У_ 0 1 2 3

х = 1, х = 4 -  вертикальные прямые параллельные 
оси Оу.

Фигура, ограничена кривой у = /(х )  = Ух и находится выше оси Ох, 
значит применяем формулу для нахождения площади: S = / ^ /(x )dx , где 
а = 1, Ь = 4

3
4 х2 д 2x2
1 = Т  

2

4 4

S = J  Vxdx = J  x2 dx
x2 +1

i i

= 2  (8 — 1) = — = 4 2
3 3 3

Ответ: 4 -  ед2
3

2 + 1

4
1 3

4
1

3
2 • 42

3

3
2 • 12  

3
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3) У = “ Х3 и у = 0,х = —1, х = 2 
Выполним построение фигуры: 
у = 1х3 -  кубическая парабола.

1 3Точки для кубической параболы у = х :
x —2 —1 0 1 2

у

со 1 го 
1 1 0 1

3_
8
3

у = 0 -  прямая, совпадающая с осью Ох. 
х = -1 , х = 2 -  вертикальные прямые параллельные оси Оу.
Фигура, ограничена кривой y = / ( x ) = j x 3 и находится по обе 

стороны от оси Ох, значит применяем формулу для нахождения площади: 
S = /^ f ( x ) d x  + J ^ \ f ( x ) \ d x , где а = - 1 ,  b = 0, с = 2

S = /°  1 х3 dx + / 2 j x 3dx =
- 1 3  ° 3

1 16 _  17 _   ̂ 5
12 + 12 12 12

Ответ: 1 -  ед2 12

1 X4 0
— 1 | +  1

X4 2
0 = |

° 4 ( - 1 ) 4
3 - 3 - 12 12

24 ° 4

+ 1 2  12 =

4) у = х2 и у = 2х 
Выполним построение фигуры:
у = х 2 -  парабола, а = 1 > 0 -  ветви параболы направлены вверх.
Точки для параболы у = х 2

x —2 —1 0 1 2
у 4 1 0 1 4

у = 2х -  прямая.
x 0 2
у 0 4

Найдем точки пересечения функций: 
х2 = 2х О  х2 — 2х = 0 О  х(х — 2) = 0 О  х = 0 или х = 2 О  а

Фигура, находится между кривыми у = /1(х) = х 2 и у =
значит применяем формулу для нахождения площади:

s  = / * ( / 2  СО — / iC 0 №

5 = /°2(2* — *2)d* = 2 /°2xdx — /°2x 2dx = ( 2  • у  — ^ ) |  2 =
= 22 — — — ( 0  — —) = 4 — 8 = — _ £  = !

3 3 3 3 3 3
Ответ: S = -  ед23

=  0 ,  b

/2  С О

2
2х,

5) у = —х 2 — 2х + 8 и у = 0 
Выполним построение фигуры:
у = —х2 — 2х + 8 -  парабола, а = —1 < 0 -  ветви параболы

направлены вниз.
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Вершина параболы: х 0 = = -1 ,

Ус = - ( - 1 ) 2 -  2 • ( -1 )  + 8 = 9 Л (-1; 9) 
Ось симметрии х  = —1 
Точки пересечения с осью Ох:

- х 2 — 2х + 8 = 0 О  х2 + 2х - 8 = 0 О  
х = -4 , х = 2

Дополнительные точки:
x - 3 -2
У 5 8

Фигура, ограничена кривой у = /(х )  = - х 2 -  2х + 8 и находится 
выше оси Ох, значит применяем формулу для нахождения площади:

5 = / « / (x)dx,
S = /_4( - х 2 -  2х + 8)dx =

= -  Г2 , x 2 dx +— 2 f2 xdx + 8 f2 dx = ( - -  -  2 -  + 8х)| 2. =
- 4  - 4  - 4  3 2 - 4

+ 8 • ( - 4 ) )  =2 3 2 2
=  - 2  - 2 2  +  8  • 2  -

3 2

( - 4 ) 3 ( - 4 ) 2

8 64  72= - 8  -  4 + 16 -  6 4  + 16 + 32 = 60 -  7 2  = 60 -  24 = 36
3 3 3

Ответ: S = 36 ед2

6) у = х 2 -  6х + 9 и 3х -  у -  9 = 0 
Выполним построение фигуры:
у = х 2 -  6х + 9 -  парабола, а = 1 > 0 -  ветви параболы направлены 

вверх.
Вершина параболы: хс = ~  = (  6 ) = 3,

у0 = 32 — 6 -3  + 9 = 0 А{ 3; 0)
Ось симметрии х = 3
Точки пересечения с осью Ох: х 2 -  6х + 9 = 0 

О (х -  3)2 = 0 О х = 3
Дополнительные точки

x 0 1 2
У 9 4 1

3х -  у -  9 = 0 -  прямая. у = 3х -  9
x 3 6
У 0 9

Найдем точки пересечения функций: 
х 2 -  6х + 9 = 3х -  9 О х 2 -  9х + 18 = 0 О 
х = 6 или х = З О а  = 3,й =  6 
Фигура, находится между кривыми у = /i(x ) = х2 -  6х + 9 и 

у = / 2(х) = 3х -  9, значит применяем формулу для нахождения площади:
s  = /йЬ(/ 2 (х) - / i ( x ) ) dx

S = / 6(3х -  9 -  (х2 -  6х + 9))dx = / 6( - х 2 + 9х -  18))dx =
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= — J ^ x 2dx + 9 xd x  — 18 j 6 dx = ( — *  + 9 - *  — 18x)|
6 3 6 2 3 3 3 2= —6  + 9 - 6  — 18-6 —(—3  + 9 • 3  — 18-3) = 4,5
3 2 3 2

Ответ: S = 4,5 ед2

6
3

в) Приложения определенного интеграла к нахождению длины дуги 
плоской кривой.

Если кривая АВ задана уравнением у = /(х ), а < х < Ь, тогда длина 
кривой выражается формулой:

L = j^  J 1 + ( / '( х ) ) 2 dx, где а и b -  значения
независимой переменной x в точках A и B.

Если кривая задана уравнением 
х = ^(у ),с  < у < d, то длина дуги вычисляется по 
формуле:

L = jcd J 1 + (^ '(у ) )2 dy, где c и d -  значения 
независимой переменной у в точках A и B.

Примеры:
1) Найти длину окружности х2 + у 2 = 25 
Выразим переменную у через переменную х: у 2 = 52 —х 2 О  
у = V52 — х2.

Найдем производную у '
—2х - х

1

2 V 5 2 —х 2
• (52 — х 2)' =

2 V 5 2 —X2 V 5 2 —X2"
Вычислим длины дуги четверти окружности в пределах от 0 до г = 5

Li  = Jô i  + Cv p —р ) 2 dx = j 05 J l + I S d"  = =
5 V 52 5 d x  x  5= j  dx = =  5 j  = 5 • (arcsin ) | =

0 V 52—x 2 0 V 52 —x 2 5 0
5 0 тс 5тс= 5 arcsin — 5 arcsin = 5 arcsin 1 — 5 arcsin 0 = 5 —5- 0 =
5 5 2 2

5тсВычислим длину всей дуги окружности: L = 4 -L 1 = 4- = 10л (ед.)

2) Найти длину дуги параболы у = -  1 между точками O (0 ; 0 ) и

A (V3; 3).

Найдем производную у ' = ( ) ' = = х.
Вычислим длины дуги параболы:

L = V T T x2 dx = (1 xV1 + х2 + 1  /п(х + V T T x2))! ^3 =

2
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= - V3J 1 + V32 + ^ i n  (v 3  + J 1  + V32)  - - 0V1 + 0 2 - - Ц 0  + Vi + 0 2) = 

= V3 + - /n(V3 + 2 ) - 0 - 0  = V3 + ZnVV3 + 2 «  2,4 (ед.)

3 )  Н а й т и  д л и н у  д у г и  п а р а б о л ы  у 2 =  4 х  м е ж д у  т о ч к а м и  O  ( 0  ; 0  )  и

(;; Vs).
У2

В ы р а з и м  п е р е м е н н у ю  x  ч е р е з  п е р е м е н н у ю  у :  х  =  —

Н а й д е м  п р о и з в о д н у ю  х '  =  ( ^ - ) '  =  ~  =  “ .

В ы ч и с л и м  д л и н ы  д у г и  п а р а б о л ы :

Т

2у У

L = j f  J 1 + ( f ) 2d* =  ^

= 1 /0V5V4 + y 2 = 1 (1yV4 + y 2 + 4 Ц у + V4 + y 2)) | Vs=

= 1V5J 4 + V52 + /n ( v s  + J 4 + V52)  - - 0 V 4  + 02 -  Ц 0  + V4 + 02) = 

= —  + /n(V5 + 3) -  0 -  /n 2 = —  + /П'(V5+3)
2

2 3

2,64 (ед.)

4 )  Н а й т и  д л и н у  д у г и  п а р а б о л ы  у 2 =  х 3 м е ж д у  т о ч к а м и  O  ( 0  ; 0  )  и

А (4; — ).v3 - у
В ы р а з и м  п е р е м е н н у ю  у  ч е р е з  п е р е м е н н у ю  х :  у  =  V x 3

3 3 1
Н а й д е м  п р о и з в о д н у ю  у '  =  ( х 2 ) '  =  - х 2 .

В ы ч и с л и м  д л и н ы  д у г и  п а р а б о л ы :

^  =  Х 3
У

1 \  2 
3x2

1 + (3У ) d x =  Р  l:i + - xd *  =

1  +  - х  =  t
4

-

_  d x  =  d £
4

4
d x  =  _  d £

-
4  2 V I 3

2

4x = -
3

4

x = 0
-  4  -

t = 1 + - — = 4  t  =  1 +  - - 0  =  1
4 3  4

3

=  f 4 V t 4 d t  =  4 ^  
j i  -  -  3

2

4

1

-  3
4 8V43 8V13 8 56„ = ------------- = — (8 -  1) = — ед1 27 27 27 4 y 27 ^

5 )  Н а й т и  д л и н у  д у г и  п а р а б о л ы  у  =  х 2 м е ж д у  т о ч к а м и  O  ( 0  ; 0  )  и

М | ;  4).
Н а й д е м  п р о и з в о д н у ю  у '  =  ( х 2 ) '  =  2 х .  

В ы ч и с л и м  д л и н ы  д у г и  п а р а б о л ы :

V33 --------------------- V3 К  2
L  =  / 02 V 1  +  ( 2 x ) 2 d x  =  2  / 02 J ( - )  +  х 2 d x  =

4
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2  ( у  J 4 + * 2 + i i n {x +
Vs 
2 = 
0

0 I - + 0 2 - ~ l n (  0 +
4 8

V s , 1 V3+ i '

l 4 + « 2 ) ) - 7 + M f + 1 ) - » - 4 4 - 7 + 4 H ; i f l -

^ + ( n | ( V 3  + 2)»1,195(ef l . )

г) Приложения определенного интеграла к нахождению объема фигуры 
вращения.

Объем фигуры, образованной в результате вращения вокруг оси Ох 
криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой у — /(х ),

а < х < Ь, осью Ох и прямыми х — а и х — Ь, вычисляется по
формуле:

ь

к - ■* / (/ « ) 2 ^
а

Объем фигуры, образованной в результате 
вращения вокруг оси Оу криволинейной трапеции, 
ограниченной непрерывной кривой х — ^(у), с < у < d, 
осью Оу и прямыми у — с и у — d, вычисляется по 
формуле:

d

К — (K y ))2 dy
с

Примеры:
Вычислить объем фигуры, образованной вращением вокруг оси Ох 

криволинейной трапеции, ограниченной следующими кривыми:
1) х — 2у + 6 = 0, у = 0, х = 2 
Выполним построение: х — 2у + 6 — 0 -  

прямая.
1

Выразим у через х: у — х + 3
Прямая пересекает ось Ох в точке (- 6; 0) и

трапеция ограничена прямой х — 2 значит границы
интеграла: а — —6, b — 2.

Получена фигура -  конус, полученный в результате вращения
1

треугольника ABC, ограниченного прямыми у — х + 3,
у — 0,х — 2

Находим объем по формуле:

У — л /" (Я х ) )2 dx — л /_26 (j x + 3) dx — п  / \  ( ~  + 3х + 9 ) dx —
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1 -х 3 х 2 2  2 3 2 2 ( - 6 ) 3 ( - 6 ) 2
л (  +  3  +  9 х )  | =  л  ( + 3  +  9 ■ 2 )  -  л ( + 3  +

v 4-3 2 — 6  12 2 12 2

( - 6 ) )  =  л  ( 2  +  6  +  1 8  -  ( - 1 8  +  5 4  -  5 4 ) )  =  4 2 ^  е д 3

9

2 )  у 2 =  4 х ,  у  =  0 ,  х  =  4  

В ы п о л н и м  п о с т р о е н и е :  у  =  + 2 V *  -  п а р а б о л а  р а з м е щ е н н а я  в д о л ь  о с и

О х .

Ф и г у р а  о г р а н и ч е н а  н а ч а л о м  к о о р д и н а т  и  п р я м о й  х  

з н а ч и т  г р а н и ц ы  и н т е г р а л а :  а  =  0 ,  b  =  4  

Н а х о д и м  о б ъ е м  п о  ф о р м у л е :

V  =  л  /  ( / ( х ) )  d x  =  л  /  ( 2  V * )  d x  =  4 л  / 0 х  d x  =

2 4  4 2 о 2
.  =  4 л -  - 4 л -  =  3 2 л  е д 3
0  2 2

х
=  4 л

2

4

3 )  у  =  х 2 -  9 ,  у  =  0

В ы п о л н и м  п о с т р о е н и е :  у  =  х 2 -  9

о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у .

п а р а б о л а ,  с и м м е т р и я

x 0 1 2 3

У -  9 -  8 -  5 0

П о л у ч е н а  ф и г у р а ,  с и м м е т р и я  о т н о с и т е л ь н о  о с и  О у ,  

п о э т о м у  н а й д е м  о б ъ е м  е е  п о л о в и н ы  в  г р а н и ц а х  а  =  0 ,  b  =  3  

п о  ф о р м у л е :

У =  п / " ( Я х ) ) 2 d x  =  л  / Д х 2 -  9 ) 2  d x  =  л  J - V  -  

1 8 х 2 +  8 1 )  d x  =  л ( ~  -  1 8  ^  +  8 1 х ) | 3  =  ^  ( ^  -  6  ■ 3 3 +

1 8  ■ 3 )  -  0  =  1 2 9 , 6  л  е д 3

4 )  у  =  4 х  -  х 2 , у  =  х

В ы п о л н и м  п о с т р о е н и е :  у  =  4 х  -  х 2 -  п а р а б о л а ,  т . к .  а  =  - 1  <  0  -  

в е т в и  в н и з .
—ь

В е р ш и н а  п а р а б о л ы :  х 0 =  

у -  =  4  ■ 2  -  2 2 =  4

—4

2-(—1)
= 2,

О с ь  с и м м е т р и и  х  =  2

Т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с  о с ь ю  О х :  4 х  -  х 2 =  0  О  

х ( 4  -  х )  =  0  О  х  =  0 ,  х  =  4 .  

Д о п о л н и т е л ь н ы е  т о ч к и :  х  =  1 ,  у  =  4 -  1  =  3  

у  =  х  -  п р я м а я .  ____________________

x 0 3

У 0 3

Н а й д е м  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  ф у н к ц и й :

4 х  -  х 2 = х  О х 2 -  3 х  =  0  О х  =  0 ,  х  =  3  О г р а н и ц ы  ф и г у р ы

а  =  0 ,  b  =  3

О б ъ е м  п о л у ч е н н о й  ф и г у р ы  -  р а з н о с т ь  п а р а б о л о и д а ,  п о л у ч е н н о г о  п р и
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вращении кривой у = 4х — х 2 и конуса, полученного в результате вращения 
прямой у  = х.

У = п  /а ( (Я х)) 2 —x ) d x  = n  / 03((4х — х2)2 — х2) dx = n  / 03(15х2 —

8х3 + х 4) dx = п  (15^ —  8 ^  + y ) | 3 = п  ( 5 ' 33 — 2 ■ 34 + 3 -) — п  • 0 =
п (135 — 162 + 48,5) = 21,6 п  ед3

5) у 2 = 4х,у = х
Выполним построение: у 2 = 4х -  парабола, расположенная вдоль оси 

Ох и у = х -  прямая.
Найдем точки пересечения функций:
2Vx = х О х 2 — 4х = 0 О х = 0, х = 4 О границы 

фигуры и пределы интегрирования а = 0, b = 4.
Объем полученной фигуры -  разность параболоида, 

полученного при вращении кривой у 2 = 4х и конуса, 
полученного в результате вращения прямой у = х,

V = п  Jq ({2л/х) 2 — х2) dx — п  /q4(4x — х2) dx  =

^ (4^ ? - -Г ) 10 = ^ ( 2 ' 42 —4Г) — ^ • 0  = ( 3 2 - 21 j ) ^  =  10j  п  ед3

д) Приложения определенного интеграла к вычислению площади 
поверхности фигуры вращения.

При вращении дуги АВ плоской кривой 
у = /(х )  вокруг оси Ох образуется поверхность 
вращения, площадь поверхности которой находится по 
формуле

ь

S = 2 л j  y V T + W d x
а

где а и b -  значения независимой переменной х в 
точках А и В.

Примеры:
1) Найти площадь поверхности шара, образованного вращением 

окружности х 2 + у 2 = 25 вокруг оси Ох.
Выразим переменную у через переменную х: у = V25 — х 2.

' 1Найдем
-2х - х

производную: У = V25 —х2 =
2 V 2 5 - X 2

(25 —х2)' =

2 V 2 5 -X 2 V 2 5 -X 2 '
Вычислим площадь, взяв пределы интегрирования а = —5, b = 5 (т.к. 

радиус равен 5):

5 = 2 л / 5_ V25 — х 2 ■- 5 1 + ( =  ) dx = 2 л / 5_ V25 — х 2 ■
V 2 5 -X 2 - 5
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( - * ) 2

V 2 5 -X 2'
dx = 2п  f 5 V25 — х 2 • I25 x +2X dx  = 2n  f 5 V25 — x 2

J - 5  -y 2 5 - x 2 J - 5I 1 +
V2 5

V2 5 - X 2

10^(5 — (—5)) = 20я ед2

dx = 2я f 5 V25 dx = 2я f 5 5 dx = 10я f^ dx = 10^x| 5 =—5

2) Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси 
Ох дуги окружности (х — 4)2 + у 2 = 36, заключенной между точками 
Л(2;4Т2)и 5(4; 6).

Выразим переменную у через переменную х: у = ^36  — (х — 4)2.
Найдем 

(25 — х 2 + 8х — 16)' =

производную:
- 2 х + 8

у ' = V36 — (х — 4)2 =
- х + 4

2 ^ 3 6 - ( х - 4 ) 2

2 ^ 3 6 - ( х - 4 ) 2 V 3 6 - ( x - 4 ) 2 '

Вычислим площадь, взяв пределы интегрирования а = 2, Ь = 4:

5 = 2я f 4 V36 — (х — 4)2 

= 2я f 4^36  — (х — 4)2 

= 2я f4V36 —(х —4)2

у

М

V36
\

1 + Г  х + 4 = )  dx =
\V  3 6 - ( х - 4 ) 2/

■dx =1 + ( - х + 4 ) 2 
, 2

У 3 6 - ( х - 4 ) 2

= 2 . f 24V36 — (х — 4)2
3 6 - ( х - 4 ) 2 

4 

2
,-----------:dx = 2я f4 V36dx = 2я f4 6dx = 12я f4 dx = 12ях|4 =

У 3 6 - ( х - 4 ) 2 J 2 v J 2 ^2 ' 2
12^(4 — 2) = 24я ед2

i

Контрольные вопросы:
-  Записать формулу Ньютона-Лейбница.
-  Записать формулу для нахождения площади криволинейной

трапеции, находящей выше оси Ox.
-  Записать формулу для нахождения площади криволинейной

трапеции, находящей ниже оси Ox.
-  Записать формулу для нахождения площади криволинейной

трапеции, ограниченной двумя функциями.
-  Записать формулу для нахождения длины кривой.
-  Записать формулу для нахождения объема тел вращения.
-  Записать формулу для нахождения площади поверхности тел 

вращения.

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
у 2 — 9х =  0 и у  =  3х
2) Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигур,
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ограниченных линиями: у  = X 2 — 1, у  = 0
3) Найти длину дуги кривой ограниченной линией у  = V x 3 между 

точками
О (0; 0) и А (4; 8)

Вариант 2
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:
у  = 4  — х 2 и у  =  0
2) Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигур, 

ограниченных линиями: у  = 3 х  — X 2, у  = 0
3) Найти длину дуги кривой ограниченной линией у  = X 2 + 2 между 

точками
О (0; 0) и А (2; 6)
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9 Практическая работа №9 Вычисление вероятностей простых и 
сложных случайных событий

Цель работы: сформировать умение вычислять вероятности случайных 
событий.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  формулы комбинаторики;
-  понятие простого и сложного события, операции над событиями 

(сложение и умножение);
-  классическое определение вероятности;
-  формулировки и формулы теорем сложения и умножения 

вероятностей.
Студент должен уметь:
-  вычислять вероятность события по классическому определению 

вероятности и с применением формулы комбинаторики (сочетания);
-  решать задачи на применение теорем сложения и умножения 

вероятностей.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:

а) Элементы комбинаторики. 
п! = 1 • 2 • 3 • ... .• п
0! = 1, 1! = 1, 2! = 1 • 2 = 2, 3! = 1 • 2 • 3 = 6, 4! = 1 • 2 • 3 • 4 = 24
Размещения: Комбинации из n элементов по m элементов, которые 
отличаются друг от друга или самими элементами, или порядком элементов,

ft!называются размещениями. А™ = ту
Сочетания: Комбинации из n элементов по m элементов, которые 
отличаются друг от друга хотя бы одним элементом, называются
сочетаниями = —-------

"■ ш !(п-ш )!
Перестановки: Комбинации из n элементов, которые отличаются друг 

от друга только порядком элементов, называются перестановками. Рп = п!
Большинство комбинаторных задач решается с помощью двух 

основных правил:
Правило суммы: если некоторый объект A можно выбрать n способами, 

а другой объект B можно выбрать m способами, то выбор "либо A, либо B" 
можно осуществить т  + п  способами.

Правило произведения. если объект A можно выбрать n способами, а 
после каждого такого выбора другой объект B можно выбрать m способами
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(независимо от выбора объекта A), то выбор «и A и В» можно осуществить 
п • т  способами.

б) События, их виды. Операции над событиями.
Под испытанием понимают процесс, включающий в себя определенные 

условия и приводящий к одному из нескольким возможным исходам. Исход 
-  это результат испытания. Событием называется результат единичного 
испытания.

Можно наблюдать события, которые обязательно произойдут, если 
будет осуществлена определенная совокупность условий. Такие события 
принято называть достоверными. Например, если в коробке находятся только 
цветные шары и из коробки наудачу извлечен шар, то событие «извлечен 
цветной шар» произойдет обязательно, значит оно достоверное.

Событие, которое заведомо не произойдет, если будет осуществлена 
определенная совокупность условий, называется невозможным событием. 
Например, если в ящике имеются только стандартные детали и из ящика 
наудачу извлечена деталь, то невозможным будет событие «извлечена не 
стандартная деталь».

Все явления окружающей нас действительности можно рассматривать 
с точки зрения вероятности их наступления. Когда студент идет на экзамен, 
вероятность получения им хорошей оценки зависит от нескольких причин: 
подготовленности студента, удачно выбранного билета, самочувствия, 
настроя. События, которые при осуществлении определенной совокупности 
условий могут произойти, а могут и не произойти, называются случайными. 
Например, испытание -  «брошена монета», «появление герба» -  случайное 
событие; испытание -  «произведен выстрел по мишени», «попадание» -  
случайное событие.

Случайные события обозначаются большими буквами латинского 
алфавита A, В, С, ... Достоверное событие будем обозначать буквой U, 
невозможное -  V.

Случайное событие может состоять из нескольких элементарных 
событий. Элементарным событием называется единичный, отдельный исход 
испытания.

Определение 1. Несколько событий называются совместными, если в 
результате испытания наступление одного из них не исключает появления 
других.

Например, при бросании трех монет выпадение цифры на одной из них 
не исключает появления цифры на других монетах. При бросании игральной 
кости появление двух очков и появление четного числа очков -  совместные 
события.

Определение 2. Несколько событий называются несовместными, если в 
результате испытания наступление одного из них исключает появление 
других.

Например, при выборе одной детали события «деталь стандартная» и 
«деталь нестандартная» несовместные.

Определение 3. События называются единственно возможными, если в
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результате испытания хотя бы одно из них обязательно произойдет.
Например, покупатель подходит к киоску, где продаются газеты и 

журналы. Обязательно произойдет одно из событий: «покупатель купит 
газету», «покупатель купит журнал», «покупатель не купит ни газету, ни 
журнал».

Определение 4. События называются равновозможными, если в 
результате испытания ни одно из них не имеет объективно большую 
возможность появления, чем другие.

Например, при бросании игральной кости появление каждой из ее 
граней -  события равновозможные.

Определение 5. Два единственно возможных и несовместных события 
называются противоположными.

Например, попадание в цель и промах при одном выстреле являются 
противоположными событиями.

Определение 6. Совокупность всех единственно возможных и 
несовместных событий называется полной группой событий.

Например, полную группу событий при сдаче экзамена одним из 
студентов составляют события: «получение оценки «отлично»», «получение 
оценки «хорошо»», «получение оценки «удовлетворительно»», «получение 
оценки «неудовлетворительно»».

Над событиями можно производить различные операции (действия), 
получая при этом другие события.

Определение 7. Если при всяком испытании, при котором происходит 
событие А, происходит и событие В, то событие А называется частным 
случаем события В. Г оворят, что А влечет за собой В и пишут:

A с  B (А  вложено в В), или В  з  А (рисунок 1).

Рисунок 1 - Событие А -  частный случай события B

Например, событие А состоит в появлении двух очков при бросании 
игральной кости, а событие В состоит появлении четного числа очков, т. е. 
B = {2;4;б}. Тогда событие А есть частный случай события В, так как 2 -  
четное число. Можно записать А с  В.

Определение 8. Если событие А влечет за собой событие В, а В влечет 
за собой А, то эти события называются равносильными.

Из того, что A с  B и А з В следует А=В.
Определение 9. Событие, состоящее в совместном появлении обоих 

событий и А и В, называется произведением (пересечением A П B ) этих 
событий A • B (рисунок 2).
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Рисунок 2 - Пересечение (произведение) событий
Например, пусть событие А состоит в выпадении четного числа очков 

при бросании игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют 
элементарные события, состоящие в выпадении 2, 4 и 6 очков: А = {2;4;б}. 
Событие В состоит в выпадении числа очков больше 3 при бросании 
игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют элементарные 
события, состоящие в выпадении 4, 5 и 6 очков: B = {4;5;б}. Произведением 
событий А и В будет событие, состоящее в выпадении четного числа очков, 
большего 3: А • B = {4;б}.

Замечание. Если два события А и В несовместны, то их совместное 
наступление невозможно, тогда: А- В = 0.

Определение 10. Событие, состоящее в наступлении или события А 
или события В ( хотя бы одного из этих событий, по крайней мере одного из 
этих событий), называется их суммой (объединением A U B ) и обозначается 
А+В (рисунок 3).

Рисунок 3 - Объединение (сумма) событий 
Например, пусть событие А состоит в выпадении четного числа очков 

при бросании игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют 
элементарные события, состоящие в выпадении 2, 4 и 6 очков: А = {2;4;б}. 
Событие В состоит в выпадении числа очков больше 3 при бросании 
игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют элементарные 
события, состоящие в выпадении 4, 5 и 6 очков: B = {4;5;б}. Суммой событий 
А и В будет событие, состоящее в выпадении хотя бы одного из них -  либо 
числа очков большего 3, либо четного числа очков: А +B = {2;4;5;б}.

Определение 11. Событие, состоящее в том, что событие А не 
происходит, называется противоположным событию А и обозначается А 
(рисунок 4).

Рисунок 4 - Противоположные события
Например, пусть событие А состоит в выпадении четного числа очков
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при бросании игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют 
элементарные события, состоящие в выпадении 2, 4 и 6 очков: А = {2;4;б}. 
Тогда событие А состоит в выпадении нечетного числа очков и его 
наступлению благоприятствуют элементарные события, состоящие в 
выпадении 1, 3,и 5 очков: А ={l;3;5}.

Определение 12. Событие, состоящее в том, что А происходит, а В не 
происходит, называется разностью событий А и В и обозначается через А-В. 
Можно обойтись без этого обозначения, так как из определения следует, что 
А -  В = А • В (рисунок 5).

Рисунок 5 - Разность событий А и В

Например, пусть событие А состоит в выпадении четного числа очков 
при бросании игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют 
элементарные события, состоящие в выпадении 2, 4 и 6 очков: А = {2;4;6}. 
Событие В состоит в выпадении числа очков больше 3 при бросании 
игральной кости, тогда его наступлению благоприятствуют элементарные 
события, состоящие в выпадении 4, 5 и 6 очков: B = {4;5;б}. Событие В - 
состоящее в выпадении числа очков не больше 3, и его наступлению 
благоприятствуют элементарные события, состоящие в выпадении 1, 2 и 3 
очков: B = {l;2;3}. Разностью событий А и В будет событие, состоящее в том, 
что выполняется событие А и не выполняется событие В. Его наступлению 
благоприятствуют элементарное событие, состоящее в выпадении 2 очков: А 
-  В = 2.

Определения суммы и произведения событий распространяются и на 
большее число событий:

А + В + ...+ N — это событие, состоящее в наступлении хотя бы одного 
из этих событий (или А, или В, . ,  или N);

А • В •....• N — есть событие, состоящее в совместном наступлении всех 
событий (и А, и В, . ,  и N).

Свойства операций над событиями:
U — достоверное событие, V — невозможное событие.
1. А+А=А 2. А+В=В+А 3. А -В=В •А 4. А+V=А 5. А • V = V 
6. А+и=и 7. А -U=U 8. (А+В)+С=А+(В+С) 9. (А-В) -С=А-(В-С)
10. (А+В) -С=АС+В-С

Примеры:
1) Бросают игральную кость. Событие А — появление нечетного числа 

очков, В — не появление 3 очков, С — не появление 5 очков.
В чем состоят события: а) А-В-С; б) А-В; в) АСВ ?
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Решение:
а) Событие А-В-С состоит в появлении нечетного числа очков, не 

равного 3 и не равного 5, значит, А-В-С -  «выпало 1 очко».
б) Выпало нечетное число, не равное 3, значит, А- В -  «выпало или 1 

очко, или 5 очков».
в) АСВ - «выпало четное число (любое)».

2) В электрическую цепь последовательно включены два элемента а и 
b. Событие А -  «работа элемента а», событие В -  «работа элемента b».

Записать события: С -  «цепь работает», С - «цепь не работает».
Решение:
Так как элементы подключены последовательно, то для работы цепи 

должны работать все элементы, поэтому событие С можно записать 
следующим образом: С = А • В.

Цепь не работает, если не работает хотя бы один элемент, поэтому 
событиеС можно представить следующим образом: С = А + В

в) Вероятность простых и сложных событий.
Вероятностью события A называется отношение числа исходов m, 

благоприятствующих наступлению данного события А к числу n всех 
исходов (несовместных, единственно возможных и равновозможных):

Р(А) = ^  -  классическая формула вероятности.
Вероятность любого события не может быть меньше нуля и больше 

единицы, т.е. 0 < P(A) < 1
Невозможному событию соответствует вероятность P(A) = 0, а 

достоверному -  вероятность P(A) = 1
Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
Р(А) + Р( А )  = 1.
Теоремы для вычисления вероятностей сложных событий:
Теорема сложения вероятностей несовместных событий. Вероятность 

появления одного из двух несовместных событий, равна сумме вероятностей 
этих событий: Р (А + В) = Р(А) + Р(В).

Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность 
появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме 
вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:

Р(А+В) = Р(А) + Р(В) -  Р(АВ).
Теорема произведения для независимых событий. Для независимых 

событий вероятность совместного появления событий равна произведению 
вероятностей этих событий: Р(АВ) = Р(А) Р(В).

Примечание: события А, В, С, ... - называются независимыми, если 
вероятность каждого из них не меняется в связи с наступлением или не 
наступлением других событий в любом порядке.

Теорема умножения вероятностей зависимых событий. Вероятность 
совместного появления двух зависимых событий равна произведению 
вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в

65



предположении, что первое событие уже наступило: Р(АВ) = Р(А) Ра(В).
Теорема полной вероятности (формула Байеса). Пусть несовместные 

событие Bi, В2, ... Вп, образующих полную группу событий и при 
наступлении каждого из них, событие А может наступить с условной 
вероятностью, тогда вероятность события А равна сумме произведений 
вероятностей каждого из событий В на соответствующую условную 
вероятность события А:

Р(А) = P(B i ) • PBl (A) + Р(В2) • РВ2(Л)+.. . +Р(Вп) • РВ„ (Л)
Алгоритм решения задач по нахождению вероятностей, с применением 

классического определения вероятностей:
- обозначить событие;
- выяснить, простое событие или составное;
- если событие простое, то подсчитать общее количество элементарных 

исходов п и число благоприятных исходов m, подставить найденные 
величины в формулу классического определения вероятности;

- если событие составное, то разложить его на элементарные; выяснить 
вид операции над событиями; подсчитать общее количество элементарных 
исходов п; число исходов m, благоприятных событию, и подставить 
найденные величины в формулу классического определения вероятности.

Алгоритм решения задач с применением теорем сложения и 
умножения:

- обозначить искомое событие и разложить его на элементарные;
- выяснить вид операции над элементарными событиями;
- если элементарные события складываются, то выяснить являются они 

совместными или несовместными и применить соответствующую теорему;
- если элементарные события умножаются, то выяснить, являются они 

зависимыми или независимыми и применить соответствующую теорему.

Примеры:

1) Бросают два игральных кубика. Какова вероятность того, что сумма 
выпавших очков равна 8?

Решение: испытание -  бросают два игральных кубика. Простое 
событие А -  выпало в сумме 8 очков. Найти Р (А).

Замечание! При бросании объекта (монеты, кубика и т.д.), общее 
количество исходов вычисляется по формуле: п = а с, где а -  количество 
граней объекта, с -  это количество объектов или сколько раз объект бросали.

Общее количество исходов: п  = 62 = 36, Так как у кубика -  6 граней и 
бросали 2 кубика.

Перечислим благоприятных нашему событию исходы:
8 = 2 + 6 = 6 + 2 = 3 + 5 = 5 + 3 = 4 + 4. Получили всего благоприятных 

исходов пять.
По классической формуле получаем, что вероятность события равна: 
Р(А) =■£<* 0,14.
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2) В урне 7 белых и 5 черных шаров. Наудачу вынимают 3 шара. 
Какова вероятность того, что: а) все шары белые; б) два белых и один 
черный.

Решение: Испытание -  вынимают 3 шара. Событие А -  все три шара 
белые. Событие -  два шара белые и один черный. Найти Р (А) и Р (В).

Общее количество исходов находят по формуле комбинаторики -  
сочетания, так как вынимают 3 шара из общего количества шаров: 7+5=12:

Г 3 — ° 1 2  —
12! 12!

3!-(12-3)! 3!-9!
9М 0Л1Л2

3!-9!
10-11-12

1-2-3
— 220

а) Количество благоприятных исходов для события А -  все шары белые 
-  это число сочетаний из 7 белых выбрали 3:

Г3 =° 7 —
7! 7! 4!-5-6-7 5-6-7

3!-(7-3)! 3!-4! 3!-4! 1-2-3
— 35

Тогда вероятность этого события А равна Р(Л) — 35
220

0,16.
б) Количество благоприятных исходов для события В -  это 

произведение событий -  выпало два белых и один черный. Формулы 
сочетаний: для белых -  два из семи, для черных -  1 из 5.

Су ■ С! — 7! ■ 5 — —  ■ 5 — —  ■ 5 — — ■ 5 — 105.7 5 2!-(7-2)! 2!̂ 5! 3!̂ 5! 1̂2
Тогда вероятность этого события В рвана Р(Б) —105

220
0,48.

3) При изготовлении подшипников диаметром 67 мм вероятность того, 
что диаметр будет отличаться от заданного не больше, чем на 0,01 мм, равна 
0,965. Найти вероятность того, что случайный подшипник будет иметь 
диаметр меньше чем 66,99 мм или больше чем 67,01 мм.

Решение. По условию, диаметр подшипника будет лежать в пределах 
от 66,99 до 67,01 мм с вероятностью 0,965. Поэтому искомая вероятность 
противоположного события равна P = 1 -  0,965 = 0,035.

4) На экзамене по геометрии школьник отвечает на один вопрос из 
списка экзаменационных вопросов. Вероятность того, что это вопрос по теме 
«Вписанная окружность», равна 0,2. Вероятность того, что это вопрос по 
теме «Параллелограмм», равна 0,15. Вопросов, которые одновременно 
относятся к этим двум темам, нет. Найти вероятность того, что на экзамене 
школьнику достанется вопрос по одной из этих двух тем.

Решение. Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме 
вероятностей этих событий: 0,2 + 0,15 = 0,35.

5) Какова вероятность того, что случайно выбранный телефонный 
номер оканчивается двумя четными цифрами?

Решение. Вероятность того, что на одном из требуемых мест окажется 
четное число равна 0,5. Следовательно, вероятность того, что на двух местах 
одновременно окажутся два четных числа равна 0,5 ■ 0,5 = 0,25.

6) Если шахматист А. играет белыми фигурами, то он выигрывает у 
шахматиста Б. с вероятностью 0,52. Если А. играет черными, то А.
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выигрывает у Б. с вероятностью 0,3. Шахматисты А. и Б. играют две партии, 
причем во второй партии меняют цвет фигур. Найти вероятность того, что А. 
выиграет оба раза.

Решение. Возможность выиграть первую и вторую партию не зависят 
друг от друга. Вероятность произведения независимых событий равна 
произведению их вероятностей: 0,52 ■ 0,3 = 0,156.

7) Вероятность того, что новый электрический чайник прослужит 
больше года, равна 0,97. Вероятность того, что он прослужит больше двух 
лет, равна 0,89. Найти вероятность того, что он прослужит меньше двух лет, 
но больше года.

Решение. Пусть событие A -  «чайник прослужит больше года» (Р(А) = 
0,97), событие В -  чайник прослужит больше года, но меньше двух лет, С -  
«чайник прослужит больше двух лет» (Р(С) = 0,89). Найти Р(В).

События A, В и С несовместные, причем событие А содержит в себе 
события В и С: A = B + C, значит вероятность события А равна сумме 
вероятностей событий В и С.

P(A) = Р (B + С)= P(B) + Р(С), используя данные из условия, получаем 
0,97 = Р(В) + 0,89, отсюда для искомой вероятности имеем: 
Р(В) = 0,97-0,89 = 0,08.

8) Биатлонист пять раз стреляет по мишеням. Вероятность попадания в 
мишень при одном выстреле равна 0,8. Найти вероятность того, что 
биатлонист первые три раза попал в мишени, а последние два промахнулся. 
Результат округлите до сотых.

Решение. Поскольку биатлонист попадает в мишени с вероятностью 
0,8, он промахивается с противоположной вероятностью 1 -  0,8 = 0,2. 
События попасть или промахнуться при каждом выстреле независимы, 
вероятность произведения независимых событий равна произведению их 
вероятностей. Тем самым вероятность события «попал, попал, попал, 
промахнулся, промахнулся» равна: Р = 0,8 • 0,8 • 0,8 • 0,2 • 0,2 = 0,02048 « 
0,02.

9) Стрелок стреляет по мишени один раз. В случае промаха стрелок 
делает второй выстрел по той же мишени. Вероятность попасть в мишень 
при одном выстреле равна 0,7. Найти вероятность того, что мишень будет 
поражена (либо первым, либо вторым выстрелом).

Решение. Пусть A -  событие, состоящее в том, что мишень поражена 
стрелком с первого выстрела, B -  событие, состоящее в том, что первый раз 
стрелок промахнулся, а со второго выстрела поразил мишень. Вероятность 
события A равна P(A) = 0,7. Событие B является произведением двух 
независимых событий, поэтому его вероятность равна произведению 
вероятностей этих событий: P(B) = 0,3 0,7 = 0,21. События A и B 
несовместные, вероятность их суммы равна сумме вероятностей этих 
событий: P(A + B) = P(A) + P(B) = 0,7 + 0,21 = 0,91.
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10) В первом ящике содержится 20 деталей, из них 15 стандартных; во 
втором 30 деталей, из них 24 стандартных; в третьем -  10 деталей, из них 6 
стандартных. Найти вероятность того, что наудачу извлеченная деталь из 
наудачу взятого ящика -  стандартная.

Решение
Обозначим через А -  событие «взятая наудачу деталь стандартна» 
Событие В1 -  деталь извлечена из первого ящика;
Событие В2 -  деталь извлечена из второго ящика 
Событие В3 -  деталь извлечена из третьего ящика 
Определим вероятности событий В15 В2 и В3.
Вероятность того, что деталь взята из первого ящика: Р(В1) = 20 = 1 

Вероятность того, что деталь взята из второго ящика: Р(В2) = 30 = 1 

Вероятность того, что деталь взята из третьего ящика: Р(В3) = 10 = 1
Определим условные вероятности.
Условная вероятность того, что из 1 ящика была извлечена стандартная 

дегаль: : PB l(A ) =  -  =  4

Условная вероятность того, что из 2 ящика была извлечена стандартная 
деталь: РВ2(А )  =  — =  -

Условная вероятность того, что из 3 ящика была извлечена стандартная
S л\  6 3деталь: РВз(А )  =  —  =  -

По формуле полной вероятности определим вероятность события А:
Р(А) = P(Bi) • PBi(A) + Р (Щ  • Рв2(Л) + Р(Вз) • РВз(А) = 1 • 3 + 1  • 4 + 1  • 3 =
=  1 +  2 +  — =  2+212 =  — =  0 ,7 5

4 5 10 20 20

Контрольные вопросы:
-  Что называют испытанием? Событием?
-  Какое событие называется случайным, достоверным, невозможным, 

элементарным, составным, противоположными? Привести примеры.
-  Дать определение суммы (объединения) событий. Привести 

примеры.
-  Дать определение произведения (пересечения) событий. Привести 

примеры.
-  Какие случайные события называются совместными, 

несовместными?
-  Дать определение вероятности.
-  Сформулировать теорему сложения вероятностей.
-  Сформулировать теорему умножения вероятностей.
-  Сформулировать теорему Байеса.

Задания для самостоятельной работы:
Вариант 1
1) Игральную кость бросили один раз. Какова вероятность того, что
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выпало менее 4 очков?
2) В случайном эксперименте симметричную монету бросают дважды. 

Найти вероятность того, что оба раза выпадет орел.
3) В сборнике билетов по физике всего 20 билетов, в 6 из них 

встречается вопрос по электротехнике. Найти вероятность того, что в 
случайно выбранном на экзамене билете школьнику встретиться вопрос по 
электротехнике.

4) Из множества натуральных чисел от 50 до 65, включая 50 и 65, 
наудачу выбирают одно число. Какова вероятность того, что оно делится на 
5?

5) В урне 8 белых и 6 черных шаров. Наудачу вынимают 2 шара. 
Какова вероятность того, что оба шара белые.

6) Вероятность того, что новый электрический чайник прослужит 
больше года, равна 0,93. Вероятность того, что он прослужит больше двух 
лет, равна 0,87. Найти вероятность того, что он прослужит меньше двух лет, 
но больше года.

7) Стрелок стреляет по 4 одинаковым мишеням по одному разу, 
вероятность промаха 0,2, найти вероятность что он попадет в первую 
мишень, а в 3 оставшиеся промахнется.

Вариант 2
1) Игральную кость бросили один раз. Какова вероятность того, что 

выпало более 3 очков?
2) В случайном эксперименте симметричную монету бросают дважды. 

Найти вероятность того, что оба раза выпадет решка.
3) В сборнике билетов по химии всего 50 билетов, в 20 из них 

встречается вопрос об углеводородах. Найти вероятность того, что в 
случайно выбранном на экзамене билете школьнику встретиться вопрос об 
углеводородах.

4) Из множества натуральных чисел от 28 до 55, включая 28 и 55, 
наудачу выбирают одно число. Какова вероятность того, что оно делится на 
2?

5) В партии из 10 деталей 7 стандартных. Какова вероятность того, что 
среди 6 взятых наугад деталей 4 стандартные.

6) Из районного центра в деревню ежедневно ходит автобус. 
Вероятность того, что в понедельник в автобусе окажется меньше 18 
пассажиров, равна 0,82. Вероятность того, что окажется меньше 10 
пассажиров, равна 0,51. Найти вероятность того, что число пассажиров будет 
от 10 до 17.

7) Ковбой Джон попадает в муху на стене с вероятностью 0,9, если 
стреляет из пристрелянного револьвера. Если Джон стреляет из не 
пристрелянного револьвера, то он попадает в муху с вероятностью 0,2. На 
столе лежит 10 револьверов, из них только 4 пристрелянные. Ковбой Джон 
видит на стене муху, наудачу хватает первый попавшийся револьвер и 
стреляет в муху. Найти вероятность того, что Джон промахнется.
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10 Практическая работа №10 Составление закона распределения 
ДСВ и вычисление числовых характеристик ДСВ

Цель работы: сформировать умение составлять закон распределения 
дискретной случайной величины и находить ее числовые характеристики.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  понятие дискретной случайной величины;
-  понятия числовых характеристик ДСВ.
Студент должен уметь:
-  составлять закон распределения ДСВ;
-  находить математическое ожидание, дисперсию, среднее 

квадратическое отклонение.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:

Определение 1. Случайной величиной называют такую переменную 
величину, которая под воздействием случайных факторов может с 
определенными вероятностями принимать те или иные значения из 
некоторого множества чисел.

Различают дискретные и непрерывные СВ.
Определение 2. Случайная величина Х называется дискретной, если 

результаты наблюдений представляют собой конечный или счетный набор 
возможных чисел.

Случайная величина задается законом распределения.
Определение 3. Законом распределения дискретной случайной 

величины Х называют соотношение, устанавливающее связь между 
отдельными возможными значениями случайной величины xi, x2,...,xn и 
соответствующими им вероятностями p1, p2, . , p n.

Способы задания закона распределения дискретной случайной 
величины:
-  с помощью таблицы

Х Х1 Х2 Xi Xn
Р p1 p2 pi pn

Сумма вероятностей равна единице, т.е. pi+ p2+.+pn=1.
Пример:
1) Бросают две симметричные монеты. Найти закон распределения 

числа выпадения орла.
Решение: случайная величина Х -  число выпадения орла, принимает 

возможные значения: х1 = 0, х2 = 1, х3 = 2.
Найдем соответствующие вероятности: р1 = А, р2 = У, р3 = А.
Контроль р = р1+р2+р3 = А + У + А = 1.
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Х 0 1 2
Р 0,25 0,5 0,25

2) В денежной лотерее выпущено 100 билетов. Разыгрывается один 
выигрыш в 50 рублей и десять по 1 рублю. Найти закон распределения 
случайной величины Х -  стоимости возможного выигрыша для владельца 
одного лотерейного билета.

Решение: возможные значения ДСВ: xi = 50, х2 = 1, х3 = 0.
Найдем соответствующие вероятности: 
р1 = 1/100, р2 = 10/100 = 1/10, р3 = 89/100.

Х 50 1 0
Р 0,01 0,1 0,89

-  с помощью биномиального распределения. Пусть случайная величина 
Х - число появлений события А в n независимых испытаниях, в каждом из 
которых вероятность появления события А равна р, а не появления -  q=1-p. 
Очевидно, что Х может принимать значения 0,1,2,...,n, вероятности которых 
определяются по формуле Бернулли: Рп (ш) = Р(Х = т) = C™pmqn-m,
m=1,2,3...n.

Закон распределения случайной величины Х называется 
биномиальным распределением, имеет следующий вид: ________

Х 0 1 2 m n
Р ^ . p V -1 cJ p V -2 г т глт п п -т  

Ln И Ч O V
Пример:
Составить закон распределения числа попаданий в цель при четырех 

выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле равна 0,9.
Решение. Случайная величина Х -  число попаданий в цель при четырех 

выстрелах -  может принимать значения 0,1,2,3,4, а соответствующие им 
вероятности находим по формуле Бернулли:
Р(Х  = 0) = C4°0,9°0,14 = 0,0001;
Р(Х = 1) = С|0,910Д3 = 0,0036;
Р(Х = 2) = С2 0,920,12 = 0,0484;
Р(Х  = з) = С|0,930,11 = 0,2916;
Р(Х = 4 ) = C40,940,1° = 0,6561

Итак, искомый закон распределения -  закон распределения числа 
попаданий в цель при четырех выстрелах_______________________________

Х 0 1 2 3 4
Р 0,0001 0,0036 0,0486 0,2916 0,6561

-  с помощью графика
Полигон распределения ДСВ -  ломанная, соединяющая точки (х;;рД. 

Для построения ломанной на оси абсцисс Ох откладывают значения 
случайной величина, а на оси ординат Оу -  соответствующие им значения 
вероятности.
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-  с помощью функции распределения -  это функция F(x), 
определяющая вероятность того, что случайная величина X в результате 
испытания примет значение, меньше х, то есть F(x) = P (X < x)

Графиком функции распределения является график кусочно-заданной 
функции

F(x) = <

0, при х  <  х 1 
р 1, при Х1 <  X <  х 2 

Pi +  Р2 , п р и  Х2 < Х < Х 3 
Р1 + Р 2 +  Рз,  п р и  Х3 < Х < Х 4

1

р 1 + р 2 +  + Р п , при Xn - 1 < X < X n  Х 1 Х 2  x n

1,  при X >  x n

*■

Числовые характеристики дискретной случайной величины:
-  математическое ожидание. Среди числовых характеристик ДСВ 

весьма важной является математическое ожидание, которое указывает, какое 
среднее значение случайной величины следует ожидать в результате 
испытаний или наблюдений.

Математическим ожиданием М(Х) дискретной случайной величины Х 
называется сумма произведений всех ее возможных значений на их 
вероятности:

п

М ( Х )  =  Xi P i  +  Х2Р2 +  x n p n  =  ^  Xi P i

i=1
Пример. Найти математическое ожидание случайной величины Х, зная 

закон распределения:___________________ ______________
Х -1 0 1 2 3
Р 0,2 0,1 0,25 0,15 0,3

По формуле находим М(Х)=-Р0,2+0Ю,1+Р0,25+2Ю,15+3Ю,3=1,25 
Математическое ожидание характеризует отклонения случайной 

величины от среднего ожидаемого.
-  Дисперсия. Дисперсией ДСВ называется математическое ожидание 

квадрата ее отклонения: D(X)=M(X-M(X))2
Более удобной для вычисления является формула:
D(X)=M(X2) -  (М(Х))2, где М (Х 2) = х 12р1 + x 22p2 + х п2рп 
Пример. Дискретная случайная величина распределена по закону:

Х -1 0 1 2
Р 0,2 0,1 0,3 0,4

Найти D(X).
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Находим сначала
М(Х) = -1 •0,2+0*0,1+1 •0,3+2*0,4 = 0,9, а затем 
м (х 2) = 1-0,2+0-0,1+1-0,3+4-0,4 = 2,1.
D(X) = 2,1-0,92 = 2,1-0,81 = 1,29
Дисперсия характеризует рассеяние значений дискретной случайной 

величины вокруг его математического ожидания
-  Среднее квадратическое отклонение ДСВ. Средним квадратическим 

отклонением случайной величины Х называется квадратный корень из
дисперсии: o(X)=^D(X)

Примеры:

1) Среди 10 лотерейных билетов имеется 4 билета с выигрышем. 
Наудачу покупают 2 билета. Написать закон распределения вероятностей 
числа выигрышных билетов среди купленных. Вычислить математическое 
ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

Решение:
Пусть X -  случайная величина числа выигрышных билетов среди 2 

купленных билетов, тогда значения, которые может принимать эта случайная 
величина равны: 0, 1, 2. Для каждого значения найдем вероятность появления 
этих значений.

Замечание: для нахождения вероятности простого события применяют 
классическое определение вероятности, где все исходы находят по формуле 
сочетания n элементов из N, а благоприятные исходы как произведение 
сочетаний m элементов из M и n -  m элементов из N -  M:

Р(Х = т) =
п т  . п п - т  
ЬМ l N - M

п тг
b N

В данной задаче m = 0, 1, 2 -  число выигрышных билетов среду 
купленных наугад n = 2 билетов.

N = 10 -  всего имеющихся билетов, M = 4 -  число выигрышных среди 
всех имеющихся билетов.

Тогда

х л = 0 Р± = Р(Х = 0) =

*2 =  1 Р2 =  Р ( *  =  1 ) =

/■» 0 /■» 2 L4 'L6 _
г 2и10

L4 L6 _
Г2и10

6!
2!-4!
10!
2!-8!
4-6 4-6 9-10

5-6 _ 9-10 
2 ' 2

10!
2!-8!
4!

1

1r 2.r0 i
х 3 =  2 р 3 =  Р (Х  =  2 ) =  -Г2и10 10!

2!-8!

2

3-4 _ 9-10 
2 ' 2

_ 5-6 2
"" 2 9-10
4-6 2 _
1 9-10

_ 1 
"" 3

8
15

3-4
2

2
9-10

2
15

Проверим, что вероятности найдены верно: 1 8
Р 1 +  Р 2 +  Р 3 =  з +  —  +15

— = 1.15
Следовательно, искомый закон распределения имеет вид:

X 0 1 2

P 1 8 2
3 15 15
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1 8 2 4Математическое ожидание: М(Х) = 0 — + 1 ----+2 —  = -  = 0,83 15 15 5
Дисперсия: D ( X ) = М ( Х 2) — (М(х))2 

М ( Х 2)  = 02 •1 + 12 • — + 22 • — = — = 1,07 
D(X) = 1,07 — (0,8)2 = 0,43
Среднее квадратическое отклонение: а(Х) = ^D(X) = V0,43 = 0,66

2) Баскетболист делает три штрафных броска. Вероятность попадания 
при каждом броске равна 0,7. Построить ряд распределения числа попаданий 
мяча в корзину. Вычислить математическое ожидание, дисперсию и среднее 
квадратическое отклонение.

Решение:
Пусть Х -  случайная величина числа попаданий мяча в корзину, тогда 

значения, которые может принимать эта случайная величина равны: 0 (ни 
попал ни разу), 1 (попал один раз), 2 (попал два раза), 3 (попал все три раза). 
Для каждого значения найдем вероятность появления этих значений по
формуле Бернулли.

n = 3, p = 0,7; q = 1 -  0,7 = 0,3

* II о Р 1  =  Рз(Х  =  0 ) =  С“ • 0 ,7 0

* К) II Р 2 =  Рз(Х  =  1) =  С31  • 0 ,7 1

Хз =  2 Рз =  Рз(Х  =  2 ) =  С32 • 0 ,7 2

* II со Р4 =  Рз(Х  =  3 ) =  С | • 0 ,7 з

0,33 = 1 •
0,32 = 3 •
0,31 = 3 •
0,30 = 1 •

Проверим, что вероятности найдены верно:
0,189 + 0,441 + 0,343 = 1.

Следовательно, искомый закон распределения имеет вид:

1 • 0,027 = 0,027 
0,7 • 0,09 = 0,189 
0,49 • 0,3 = 0,441 
0,343 • 1 = 0,343 
Р1 +Р2 + Рз = 0,027 +

X 0 1 2 3
P 0,027 0,189 0,441 0,343

Математическое ожидание:
М(Х) = 0 • 0,027 + 1 • 0,189 + 2 • 0,441 + 3 • 0,343 = 2,1 
Дисперсия: D(X) = М(Х2) — (М(х))2
М(Х2) = 02 • 0,027 + 12 • 0,189 + 22 • 0,441 + 32 • 0,343 = 5,04 
D(X) = 5,04 — (2,1)2 = 0,63
Среднее квадратическое отклонение: а(Х) = ^ Щ х )  = V063 = 0,79

Контрольные вопросы:
-  Дать определение дискретной случайной величины. Привести 

примеры.
-  Указать способы задания дискретной случайной величины.
-  Что представляет собой полигон распределения дискретной 

случайной величины?
-  Что представляет собой ряд распределения дискретной случайной 

величины?
-  Какими способами может задаваться ряд распределения дискретной 

случайной величины?
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-  Дать определение математического ожидания дискретной случайной 
величины.

-  Дать определение дисперсии дискретной случайной величины.
-  Дать определение среднего квадратического отклонения дискретной 

случайной величины.
-  В чем состоит сущность числовых характеристик дискретной 

случайной величины?
-  Какое распределение дискретной случайной величины называется 

биномиальным? Почему?

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
В партии из 25 кожаных курток 5 имеют скрытый дефект. Покупают 3 

куртки. Найти закон распределения числа дефектных курток среди 
купленных. Найти математическое ожидание и дисперсию дефектных 
курток.

Вариант 2
Из партии в 20 изделий, среди которых имеется 6 бракованных, 

выбраны случайным образом 3 изделия для проверки их качества. Построить 
ряд распределения случайного числа бракованных изделий среди 
отобранных. Найти математическое ожидание и дисперсию бракованных 
изделий среди отобранных.

Вариант 3
В коробке 20 одинаковых катушек ниток, из них -  4 катушки с белыми 

нитками. Наудачу вынимают 2 катушки. Найти закон распределения числа 
катушек с белыми нитками среди вынутых. Найти математическое ожидание 
и дисперсию катушек с белыми нитками среди вынутых.

Вариант 4
Имеются три базы с независимым снабжением. Вероятность отсутствия 

на базе нужного товара равна 0,1. Предприниматель решил закупить некий 
товар. Составить закон распределения числа баз, на которых в данный 
момент этот товар отсутствует. Найти математическое ожидание и 
дисперсию баз, на которых в данный момент этот товар отсутствует.
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11 Практическая работа №11 Первичная обработка 
статистических данных

Цель работы: сформировать умение первичной обработки
статистических данных, их графическое представление и нахождение 
характеристик, наблюдаемых данных.

При выполнении практической работы студент должен знать:
-  понятие задач математической статистики;
-  понятие выборки, вариационного, статистического радов, 

статистического и интервального распределения;
-  характеристики наблюдаемых данных (математическое ожидание, 

среднеквадратическое отклонение, дисперсия).
Студент должен уметь:
-  составлять вариационный ряд, статистический ряд;
-  строить полигон и гистограмму частот;
-  вычислять характеристики наблюдаемых данных.
Порядок выполнения работы:
а) изучить теоретический материал;
б) рассмотреть примеры решения типовых заданий;
в) ответить на контрольные вопросы;
г) выполнить один из вариантов для самостоятельной работы.

Теоретический материал:

Математическая статистика -  это раздел математики, изучающий 
методы сбора, систематизации и обработки результатов наблюдений с целью 
выявления статистических закономерностей.

Целью статистического исследования является обнаружение и 
исследование соотношений между статистическими (экономическими) 
данными и их использование для прогнозирования и принятия лучших 
решений. Под термином статистические данные подразумевают набор 
наблюдаемых значений одной или нескольких переменных, 
характеризующих изучаемое явление или рассматриваемый экономический 
объект.

Основные понятия математической статистики.
Г енеральная совокупность -  это все возможные наблюдения 

интересующего объекта, все исходы случайного испытания или вся 
совокупность реализации случайной величины Х в пределах всего объекта 
наблюдения. ГС -  это все объекты, предназначенные для исследования.

Объем ГС -  это количество объектов (элементов) ГС, обозначается N.
Пример ГС -  данные о доходах всех жителей какой-либо страны, 

совокупность чисел, соответствующих срокам службы некоторого изделия и 
т.д.

Выборка или выборочная совокупность -  это случайно отобранные из 
ГС объекты, предназначенные для непосредственного исследования.
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Объем выборки (n) -  количество элементов, отобранных в выборочную 
совокупность.

Выборка, правильно представляющая пропорции ГС, называется 
репрезентативной, т.е. объективно отражающей ГС.

Например, из 1000 деталей отобрано для обследования 100 деталей. 
Объем ГС N = 1000, объем выборки n = 100.

Первичная обработка выборки или статистическое распределение 
выборки.

Пусть из ГС извлечена выборка и ее элементы наблюдаются по Х 
признаку, причем объект х1 наблюдается n1 раз, x2 -  n2 раз, xk -  nk раз и 
Т/1=1 Щ = п  -  объем выборки.

Наблюдаемые значения xi изучаемого параметра называются 
вариантами.

Последовательность вариант, записанная в порядке возрастания 
(убывания), называется вариационным рядом: xi, x2, хз, ...., Xn.

Число, показывающее, сколько раз наблюдалось варианта Xi 
(встречалась в совокупности), называется частотой варианты ni, причем 
сумма частот всех вариант равна объему выборки (X щ = п).

Относительной частотой варианты называют отношение = ^ ,
причем X = 1.

Статистическим рядом или статистическим распределением выборки 
называют перечень вариант и соответствующих им частот или 
относительных частот.

Xi Xi X2 Xn
ni ni n2 Пп

шл
При большом объеме выборки или при незначительных отклонениях 

вариант строят интервальный статистический ряд: интервал, содержащий все 
значения выборки, разбивается на k равных интервалов и подсчитываются 
частоты интервалов._____________________________________________

Интервалы с шагом h Xi -  X2 X2 -  Хз Xn-i -  Xn
ni ni n2 Пп

Плотность частоты — Щ. Щ Пп
h ___ h___ ___ h___ ___ h___

Разница между двумя соседними вариантами называется шагом 
интервала h = х i -  х i +i.

При переходе от интервального ряда к статистическому ряду 
применяют формулу x t = — -— , а частоты сохраняют.

Геометрическая интерпретация статистических распределений выборки
Для графического представления дискретного распределения 

используют полигон частот (полигон относительных частот).
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Полигоном частот называют ломаную, 
отрезки которой соединяют точки ( xi; ni),( Х2; П2),
...,( Хп; Пп). Для построения полигона на оси 
абсцисс откладывают варианты xi, а на оси 
ординат -  соответствующие им частоты ni. Точки 
( xi; ni) соединяют отрезками прямых и получают 
полигон частот.

Полигоном относительных частот называют, ломаную отрезки которой 
соединяют точки (х ±; ),(х2; ы 2), ..., (х п; ). Для построения полигона
относительных частот на оси абсцисс откладывают варианты xi, а на оси 
ординат -  соответствующие им относительные частоты . Точки (x t; ),
соединяют отрезками прямых и получают полигон относительных частот.

Графической характеристикой интервальных распределений является 
гистограмма частот (гистограмма относительных частот).

Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из 
прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы

щдлиною h, а высоты равны отношению -
(плотность частоты). Для построения 
гистограммы частот на оси абсцисс откладывают 
частичные интервалы, а над ними проводят 
отрезки, параллельные оси абсцисс, на

Uiрасстоянии -
Площадь i-го частичного прямоугольника

Щравна h - = щ - сумме частот вариант i-го
интервала; следовательно, площадь гистограммы частот равна сумме всех 
частот, т.е. объему выборки п.

Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, 
состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные 
интервалы длиною h, а высоты равны отношению ^  (плотность
относительной частоты). Для построения гистограммы относительных частот 
на оси абсцисс откладывают частичные интервалы, а над ними проводят 
отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии . Площадь гистограммы
относительных частот равна сумме всех относительных частот, т.е. единице.

Числовые характеристики вариационного ряда:
1) Эмпирической функцией распределения (функцией распределения 

выборки) называют функцию F* (x), определяющую для каждого значения x 
относительную частоту события X < x
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0 , п р и  х  < х 1
П
~ ,  при х 1 < х  < х 2

П1_+П2—- — , при х 2 < х  < х 3
П1+П2+ПзF ( x )  =  <

П - , п р и  Хз < X < х 4

Пл +П2+--- +ПГI _
;, при Хп—1 <  X <  х ъ Xi Х2 Xn

{ 1, при X > x n
Графиком функции распределения является график кусочно-заданной 

функции
2) Выборочной средней х в называют среднее арифметическое значение 

признака выборной совокупности.
_  X i  • n i  + Х 2  • Щ +  ••• +  Хк •Пк
Хв =

п
3) Выборочной дисперсией Db называют среднее арифметическое 

квадратов отклонения наблюдаемых значений признака от их среднего 
значения х„

— 2 _  222 _  х12-п1+Х22-П2+-+хк2-пкDB =  X 2 — Хв , где X2 =
п

1

П

В практических исследованиях используется часто величина, которая 
называется исправленной выборочной дисперсией: SB2 =2 DB-n

n —1
4) Выборочное среднее квадратичное отклонение, показывает 

рассеивание значений признака вокруг среднего значения и вычисляется по
формуле <гв = J d B

Еще более точное рассеивание показывает коэффициент вариации 
V(x) =?В^100%Х-2

Если коэффициент больше 35%, то статистическая совокупность 
неоднородна и рассеивание высоко. Значит применять средние 
характеристики не целесообразно, а необходимо использовать моду или 
медиану.

5) Модой Mo называют варианту, которая имеет наибольшую частоту.
6) Медианой Me называют значение варианты, которая является 

серединой вариационного ряда. Если вариант четное количество, то медиана 
вычисляется как среднее двух вариант, находящихся в середине 
вариационного ряда.

Примеры:

1) В учебном заведении исследовали возраст студентов. Для этого 
использовали случайную выборку из 30 студентов. В результате были 
получены следующие данные: 18, 17, 23, 18, 17, 16, 14, 18, 2о, 17, 22, 17, 19, 
21, 18, 18, 15, 20, 22, 15, 14, 17, 21, 18, 18, 19, 17, 23, 17, 21.

Постройте вариационный ряд, полигон и гистограмму частот; 
рассчитайте числовые характеристики выборки, коэффициент вариации, 
моду и медиану.
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Решение:
Составим вариационный ряд: 14, 14, 15, 15, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 

18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 19, 19, 20, 20, 21, 21, 21, 22, 22, 23, 23.
Составим интервальный ряд, разбив исходные данные на 5 частичных 

интервалов длиной h=2, и подсчитаем частоты. Границы интервалов 
включаются только в один интервал (или в левый, или в правый), например, 
16 -  в первый, 18 -  во второй, 20 -  в третий, 22 -  в четвертый, 24 -  в пятый.

Интервальный ряд.
14 - 16 16 - 18 18 - 20 20 - 22 22 - 24

5 14 4 5 2
Чтобы составить вариационный ряд примем в качестве вариант 

середины частичных интервалов:

xi

x4

14 +16 
2 " 

20 + 22
2

15;

= 21; Х5

Х2 =-

22 + 24 
2

16 + 18 
2

= 23.

17; x3
18 + 20 

2
19;

Получаем вариационный ряд.
Xi 15 17 19 21 23
ni 5 14 4 5 2

Построим полигон частот:
Полигон частот

Обратите внимание: если через концы ломаной провести кривую, то 
она будет иметь форму кривой Гаусса. Это позволяет сделать вывод, что 
данная выборка подчиняется нормальному распределению.

Построим гистограмму частот:
Гистограмма частот

вариант
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Если Вам необходимо построить полигон и гистограмму 
относительных частот, то в таблицу добавьте строку wi и подсчитайте 
относительные частоты.

Вычислим выборочную среднюю:
_ 15 • 5 +17 • 14 +19 • 4 + 21 • 5 + 23 • 2
x  в = 30

18.

Вычислим выборочную дисперсию:
D  = (15)2 • 5 + (17У • 14 + (19У • 4 + (.21) • 5 + (23)2 • 2 _ ^ у  = ^

30
Вычислим выборочное среднее квадратичное отклонение: 
а в = 7 5 2 7  = 2,3.

2 3Вычисляем коэффициент вариации: V(x) = — • 100 % = 12,8% < 35 %,18
что позволяет сделать вывод: изучаемая статистическая совокупность 
является однородной.

Вычисляем значение моды: Мо = 17 
Вычисляем значение медианы: Me = 19

Контрольные вопросы:
-  Перечислить виды выборки.
-  Дать определение вариационного ряда.
-  Дать определение варианты.
-  Что такое частота варианты?
-  С какой целью используются выборочные данные?
-  Какой ряд называется статистическим?
-  Какой ряд называется интервальным?
-  Дать определение полигона частот, относительных частот.
-  Дать определение гистограммы частот, относительных частот.
-  Какие величины являются точечными оценками выборки?
-  Когда выборочная средняя не является характеристикой выборки?
-  Что такое мода вариационного ряда?
-  Что называется медианой выборочного метода?

Задания для самостоятельной работы:

Вариант 1
Стрелок произвел 20 выстрелов по круглой мишени, состоящей из 

центрального круга и девяти концентрических кольцевых зон. Попадание в 
центральный круг оценивается в 10 очков, попадание в кольцевые зоны -  от 
1 по 9 очков. Получены результаты: 10, 10, 9, 10, 7, 9, 10, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 
6 , 8, 10, 9, 8, 10, 10. Составить вариационный ряд. Построить полигон и 
гистограмму частот. Вычислить выборочную среднюю, выборочную 
дисперсию, выборочное среднее квадратическое отклонение, моду и 
медиану.
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Вариант 2
В опыте по измерению заряда электрона были получены 20 значений: 

4,758; 4,765; 4,760; 4,758; 4,755; 4,778; 4,765; 4,758; 4,766; 4,765; 4,758; 4,758; 
4,760; 4,772; 4,772; 4,758; 4,775; 4,760; 4,766; 4,775. Составить вариационный 
ряд. Построить полигон и гистограмму частот. Вычислить выборочную 
среднюю, выборочную дисперсию, выборочное среднее квадратическое 
отклонение, моду и медиану.
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Заключение

В данных методических указаниях изложен теоретический материал, 
вошедший в программу изучения дисциплины «Математика» для 
специальности 08.02.01 «Строительство и эксплуатация зданий и 
сооружений» по новым ФГОС.

К каждой практической работе объем теоретического материала и 
примеры решения задач, упражнений позволит студентам качественно 
подготовиться к выполнению задач для самостоятельного решения по 
рассматриваемым темам. Предоставленный материал дает возможность 
студенту основательно подготовиться к практической работе, зачету и 
экзамену. Для преподавателя данные методические указания являются 
полноценным материалом для проведения учебных занятий, включающих 
объяснение теоретического материала, решение практических заданий и 
проведения практической работы.
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Приложение А

Свойства основных плоских фигур и объемных фигур

М А Т Е М А Т И К А
ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ

ТРЕУГОЛЬНИК
Сумма внутренних угл о в :

а  +(3 + у = я = 180'
Теорема косинусов:

b = a +с -2 a c  cos р,
b +с -2bc  cos а,

с -  a +b -2 a b  cos у.
Величина внешнего у г л а :
«1 -  P+Y, |ii=a+y, у, = а+р

Теорема синусов: = 2R
sina sinp slny

(R - радиус описанной окружности).

Свойства медианСвойства средней
линии: O r = - A F ,  ОЕ = —СЕ,

:EF] II [АС], EF = — АС
ОН = --ВН

Свойства биссектрис

Свойства высот
1 1 1

h,:ht:he =
а b с

Длина медианы, высоты и биссектрисы
проведенных из вершины В

« Ж. "Ь

h b _ 2 V P (P -a ' ( P - b^ (P -c) , 2у'аср{р - Ь )
о + С

Площадь : aha s = r « b sin у

S -  J p tp -a tfp  - b ) ( p - c )  (формула Герои a).
Периметр : 2 p - a  + b + c (p  -  полупериметр)

дп ' S -  pr, г • радиус вписанной окружности

ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК
Теорема Пифагора:

(а,Ь — длины катетов.
с - длина гипотенузы).
а = с sina = с cosp =

b tga = b ctg3

c _ c а + b + c  _ ab chc 
= r . R = r .  r =  — i — . S = — - =

РАВНОБЕДРЕННЫЙ
ТРЕУГОЛЬНИК

= hs = !#= \ !a2 - b 2 / 4  ,mb

РАВНОСТОРОННИЙ
ТРЕУГОЛЬНИК

R = вч/з/3, r = a>/3/6, R

S = a2V 3 /4

ПАРАЛЛЕЛОГРАММ
Свойства сторон и углов: /'B A D  + ZADC = л,
AB lICD , AB=CD, AD llB C , AD=BC, ZBAD=ZBCD,
ZABC = ZADC, Свойства диагоналей: АО = ОС,

BO = OD, АС2 + B D = 2 ( a + b 2).
Площадь:

S -  ah, S -  ab sin a,

S = — AC BDs n /A O B

ТРАПЕЦИЯ
Свойства ст орон:
AD ВС.
Средняя линия
EF-! AD, E F -(a + b } /2 .
П ло щ адь:
S = {a+b)h /2, S = EF h.

ОКРУЖНОСТЬ, КРУГ
Длина окружности, I  -  2TZR:
Площадь, S - Z R ,
Длина дуги Iкв = 2/Ш  <p 1360
Площадь, SotB -  TtR -(p/360

Рисунок А1 -  Формулы площадей плоских фигур
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П Р И З М А
Призма -  многогранник, две грани которого 

параллельны, а остальные пересекаются по 
параллельным прямым. || грани -  основания 
призмы, остальные грани -  боковые.
Боковые грани -  параллелограммы.

Параллелепипед -  призма, основаниями 
которой являются параллелограммы.

Площадь поверхности:
S -  2 S 0Ch + S joki

где SOCM -  площадь основания призмы;
S«0lt-  площадь боковой поверхности призмы;

S6ok = P i ;
Р -  периметр перпендикулярного сечения;
1 -  длина бокового ребра.

Объем: V  = Q H, V = Q ,l.  где 
Q -  площадь основания: Н -  высота призмы.
Q -  площадь перпендикулярного сечения

П Р Я М О УГО Л Ь Н Ы Й  П А Р А Л Л Е Л Е П И П Е Д
Свойства диагоналей:
ACt = BD' = СА, = DB, = d, 
d 2 =  а 2 + Ь2 + с 2 .
Диагонали параллелепипеда 
пересекаются Б одной точке 
и делятся ею пополам.
Sgott= 2(зЬ + Ьс + а с )  
Объем: V = abc  
Для куба: а = Ь = с, 
d -  a V3 , S = 6a2 , V = a 3

П И Р А М И Д А
Площадь поверхности: 

5гир ~ + Soch , где
Sook- пл . бок. поверхн.; 
Sock -  пл. основания
Объем: V  = -Q H  , где

Q -  пл. основания;
Н -  высота пирамиды.

Правильная пирамида ^бок = ^  Pheox i где
Р -  периметр основания; h -  высота боковой грани 
Q = Sfcox cos а , где а  -  угол между боковой 
гранью и плоскостью основания.

Усеченная пирамида

Объем: V =  ^ (Q i + v'Q i Q 2 +Q 2 ) , где

h -  высота; Q i, Q2 -  площади оснований.
Для правильной усеченной пира мзды

Sfio* = ~  (р ^ Р г) he*,,, где pi, р2 -  периметры 

оснований; Неси -  высота боковой грани.

Ц И Л И Н Д Р

Площадь боковой поверхности: 
S6o, = 27CRH

Площадь полной поверхности: 
Бцнл = 2ЯНН + 2JtR2; 

Объем:
V = 7CR2H;

л

КОНУС

Площадь боковой поверхности:

' \ S^oir “ KR1

' н\
Площадь полной поверхности:
SK9h = KRL + TCRZ

Объем: V = -  j:R 2H 
3

Усеченный конус 
S&OX = + Г) I ,
S t0H s 7tR2 + И  г2 + f l(R  + г) I

V = J tiH (R 2 + Rr + г2).

Ш А Р
Шаровая поверхность или сфера -
геометрическое место точек пространства, 
равноудаленных от одной точки -  центра сферы.

Шар -  тело, ограниченное 
сферой.
Площадь поверхности:
S = 4TCR2

4 з
Объем: V -  3 7 tR 3 

Площадь сферического сегмента.

S = 2JIRH , где Н -  высота сегмента.

Объем шарового сегмента: 

Объем шарового сектора:

V = ^ H 2( 3 R -  Н)

V  = - n R 2H3
Сечение сферы любой плоскостью -  окружность. 
Сечение шара любой плоскостью -  круг.
Большой круг шара -  круг проходящий через центр.
Малый круг шара -  круг, образованный сечением 
шара плоскостью, не проходящей через центр

Рисунок А2 -  Формулы площадей и объемов
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